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Automorphismes du groupe des automorphismes
d’un groupe de Coxeter universel

YASSINE GUERCH

A I’aide de I’outre-espace de Guirardel et Levitt d’un produit libre, nous démontrons que le groupe des
automorphismes extérieurs du groupe des automorphismes extérieurs du groupe de Coxeter universel de
rang n > 5 est trivial, et qu’il s’agit d’un groupe cyclique d’ordre 2 si # = 4. Nous démontrons aussi que
le groupe des automorphismes extérieurs du groupe des automorphismes du groupe de Coxeter universel
de rang n > 4 est trivial.

Using the Guirardel-Levitt outer space of a free product, we prove that the outer automorphism group of
the outer automorphism group of the universal Coxeter group of rank # > 5 is trivial, and that it is a cyclic
group of order 2 if n = 4. In addition we prove that the outer automorphism group of the automorphism
group of the universal Coxeter group of rank n > 4 is trivial.

20E08, 20E36, 20F28, 20F55

1 Introduction

Soit n un entier plus grand que 2. On note F = Z /27 un groupe cyclique d’ordre 2 et Wy, = %, F
un groupe de Coxeter universel de rang n, produit libre de n copies de F. Si G est un groupe, on note
Out(G) = Aut(G)/Int(G) son groupe d’automorphismes extérieurs. Nous démontrons dans cet article
les résultats suivants.

Théoreme 1.1 Si n > 5, alors Out(Out(W,)) = {1}. Si n = 4, alors Out(Out(W,,)) est isomorphe
az/27.

Théoreme 1.2 Si n > 4, alors Out(Aut(W,)) = {1}.

De tels résultats sont déja connus dans le cas ou n = 2 (voir par exemple [Thomas 2020, Lemmas 1.4.2
and 1.4.3]) ou tous les automorphismes de Out(W,) sont intérieurs et ot le groupe Out(Aut(W,)) est un
groupe cyclique d’ordre 2. Dans le cas out n = 3, les groupes Aut(W3) et Out(W3) sont isomorphes a
Aut(F,) et PGL(2, Z) respectivement, avec [, un groupe libre de rang 2 (voir par exemple [Varghese
2021, Lemma 2.3]). Nous obtenons donc une description de Out(Out(W,)) pour tout entier 7.

De telles questions de rigidité algébrique ont déja été résolues dans des cas similaires. En effet, Mostow
[1973] a démontré que le groupe des automorphismes extérieurs de réseaux irréductibles uniformes de
groupes de Lie réels, connexes, semi-simples et non localement isomorphes a SL; (R) est fini. De méme,
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Ivanov [1997, Theorem 2] a démontré un résultat similaire dans le cas du groupe modulaire d’une surface
compacte, connexe, orientable de genre g > 2. Enfin, Bridson et Vogtmann [2000] ont démontré que tout
automorphisme du groupe des automorphismes extérieurs d’un groupe libre de rang N (avec N > 3)
est une conjugaison. Ce dernier cas a motivé 1’étude de la rigidité algébrique de Out(W},), d’une part
a cause de la propriété d’universalité pour les groupes engendrés par des éléments d’ordre 2 de W,
d’autre part car, si n > 3, le groupe Aut(W,,) s’injecte dans Aut(F,_1) (voir par exemple [Miihlherr 1997,
Theorem A]). Néanmoins, cette injection ne donne aucune piste de déduction des théoréemes 1.1 et 1.2
a partir du théoreme de Bridson et Vogtmann. Peu de choses sont connues pour Aut(W;). Une partie
génératrice finie a été construite par Miihlherr [1997, Theorem B], et une présentation a été donnée par
Gilbert [1987] dans le contexte plus général du groupe des automorphismes d’un produit libre, suivant
[Fouxe-Rabinovitch 1941]. Plus récemment, Varghese [2021, Theorem C] a démontré que le groupe
Aut(W},) n’a pas la propriété (T) de Kazhdan. Dans tous les cas, les techniques d’étude de Aut(W},) sont
principalement combinatoires et géométriques. Mentionnons enfin que 1’étude du groupe Aut(W,) est en
lien avec I’étude du groupe des automorphismes symétriques d’un produit libre étudié par McCullough et
Miller [1996] (mais celle-ci ne donne aucune piste de déduction des théorémes 1.1 et 1.2) et qu’il serait
intéressant de connaitre des résultats similaires dans ce contexte plus général.

Pour démontrer les théoréemes 1.1 et 1.2, nous étudions I’action de Out(W},) sur un complexe simplicial de
drapeaux introduit par Guirardel et Levitt. Plus précisément, nous cherchons & comprendre les stabilisateurs
de certains sommets de ce complexe. En effet, les stabilisateurs de ces sommets formant une partie
génératrice de Aut(W,,) et Out(W,,), comprendre I’'image de ces stabilisateurs par des automorphismes de
Aut(W,) et Out(W;,) nous permettra de faciliter 1’étude de ces derniers. L’étude de 1’action de Out(W},)
sur un complexe simplicial se justifie également par la démonstration des théoremes similaires dans les cas
des réseaux des groupes de Lie semi-simples, du groupe modulaire d’une surface de type fini et du groupe
des automorphismes d’un groupe libre qui passait également par I’étude de I’action du groupe étudié sur
un espace géométrique adapté. En particulier, dans le cas du groupe des automorphismes extérieurs d’un
groupe libre de rang N, cet objet géométrique était [’outre-espace de Culler et Vogtmann CVy [1986].

Dans le cas de W), Guirardel et Levitt [2007b] ont introduit un espace topologique analogue a 1’outre-
espace de Culler et Vogtmann, appelé [’outre-espace d’un produit libre. Dans le cas d’un produit libre
de copies de F, cet espace sera noté PO(W,,). Ce dernier est défini comme un ensemble de classes
d’homothétie de graphes métriques marqués de groupes, dont le groupe fondamental est isomorphe a W,.
Muni de la topologie dite faible, I’espace PO(W,,) se rétracte par déformation forte sur un complexe
simplicial de drapeaux, appelé [’épine de PO(W},). Le groupe Out(W,,) agit naturellement sur PO(W},)
et sur son épine par précomposition du marquage. Le groupe Aut(W},) agit quant a lui sur [’autre-espace
de Wy, noté Ps¢(W,,). Nous renvoyons a la section 2 pour des précisions.

La démonstration du théoréme 1.1 est inspirée de celle de [Bridson et Vogtmann 2000] dans le cas d’un
groupe libre, mais des complications structurelles apparaissent, nécessitant de nouvelles idées et méthodes.
Nous présentons la démonstration dans le cas de Out(W},), le cas de Aut(W},) étant similaire et présenté
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FIGURE 1: Exemples de graphes de groupes dont les classes d’équivalence sont respectivement
une {0}—étoile et une F—étoile (cas n = 6). Les arétes ont des groupes associés triviaux. L’ensemble
{x1,...,X¢} est une partie génératrice standard de Ws.

dans des remarques suivant les démonstrations dans le cas de Out(W;,). Son plan, trés simplifié, est
le suivant. .’épine de 1’outre-espace PO(W},) contient deux types de sommets distingués, a savoir les
{0}—étroiles et les F—étoiles, voir la section 2 et la figure 1. Ceci differe de 1’épine de 1’outre-espace de
Culler et Vogtmann pour lequel il existe un unique type de sommets distingués, a savoir les roses.

Nous étudions tout d’abord les stabilisateurs des {0}—étoiles et des F—étoiles sous I’action de Out(W;,).
Le stabilisateur d’une {0}—étoile est isomorphe a G,,. Il correspond a la permutation des feuilles de la
{0}—étoile. Le stabilisateur d’une F—étoile est isomorphe & F"~2 x &,,_;. Il correspond a la permutation
des feuilles de la F—étoile ainsi qu’a I’application de conjugaisons partielles dont le conjuguant est contenu
dans le groupe associé au centre de la F—étoile. Nous montrons dans la section 3 les caractérisations
suivantes des stabilisateurs de {0}—étoiles et de F—étoiles (voir les propositions 3.1, 3.6 et 3.9).

Proposition 1.3 Soit n > 5.

(1) Tout sous-groupe de Out(W,,) isomorphe a S, fixe un unique point de I’épine de PO(W,,); et ce
point est une {0}—étoile.

(2) Tout sous-groupe de Out(W,) isomorphe 4 F"~2 x &,_; fixe un unique point de I’épine de
PO(W,,); et ce point est une F—¢étoile.

(3) Les stabilisateurs des F—étoiles sont les sous-groupes finis d’ordre maximaux de Out(W,,).

La proposition 1.3 caractérise de ce fait les stabilisateurs de {0}—étoiles et de F—étoiles, qui sont les sous-
groupes de Out(W,,) isomorphes 4 &, et F"~2 x&,_y, respectivement. Ces caractérisations représentent
une situation nouvelle en comparaison de la preuve de [Bridson et Vogtmann 2000] dans le cas d’un groupe
libre. Notons par ailleurs que le stabilisateur d’une {0}—étoile correspond au groupe des permutations d’une
partie génératrice de W, et que ce groupe remarquable intervenait déja dans 1’étude faite en [Varghese
2021] de I’action de Aut(W;,) sur des espaces CAT(0).

La proposition 1.3 implique alors que tout automorphisme « de Out(W,) préserve 1’ensemble des
stabilisateurs de {0}—étoiles et I’ensemble des stabilisateurs de F—étoiles. Fixons a € Aut(Out(W,)).
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Le groupe Out(W,) agissant transitivement sur I’ensemble des {0}—étoiles, nous pouvons supposer que
« induit un automorphisme du stabilisateur d’une {0}—étoile ¥. Les stabilisateurs de {0}—¢étoiles étant
isomorphes a &, si n > 5 et n # 6, nous pouvons supposer que la restriction de « au stabilisateur de ¥
est égale a I’identité. Nous montrons alors qu’un tel o préserve le stabilisateur d’une F—€toile %Y adjacente
a ¥, et que la restriction de o au stabilisateur de Y est en fait ’identité. Le groupe Out(W;,) étant engendré
par I’union des stabilisateurs d’une {0}—étoile et d’une F—étoile adjacente, ceci conclut la démonstration
sin > 5. Le cas n = 4, qui présente un automorphisme extérieur exceptionnel, est traité dans la section 4.

Remarquons enfin qu’une extension du théoreme 1.1 a des produits libres de copies d’un groupe fini n’est
pas immédiate, ni méme aux produits libres de copies d’un groupe fini cyclique. En effet, méme si la
proposition 1.3 s’étend aux produits libres de groupes finis cycliques, il convient des lors d’étudier le
groupe des automorphismes du stabilisateur d’une {0}—étoile dans ce contexte, qui n’est cette fois plus
trivial, ce qui nous semble nécessiter une nouvelle approche pour toute extension des théoremes 1.1 et 1.2.

Remerciements Je remercie chaleureusement mes directeurs de thése, Camille Horbez et Frédéric Paulin,
pour leurs précieux conseils et pour leur lecture attentive des différentes versions du présent article.

2 Préliminaires

Nous rappelons tout d’abord la définition de 1’outre-espace PO(W,,) introduit dans [Guirardel et Levitt
2007b]. Un point de PO(W,) est une classe d’homothétie de graphes métriques X de groupes, dont
le groupe fondamental est W), et qui sont munis d’un isomorphisme de groupes appelé marquage
p: Wy — 71 (X) (pour un choix indifférent de point base) vérifiant :

(1) Le graphe sous-jacent 2 X est un arbre fini, nous le noterons X tout au long de I’article.

(2) Tous les groupes d’arétes sont triviaux.

(3) Il'y aexactement n sommets de groupes associés isomorphes a F.

(4) Tous les autres sommets ont un groupe associé trivial.

(5) Toute feuille de I’arbre sous-jacent a un groupe associé non trivial.

(6) Si v est un sommet de groupe associé trivial, alors deg(v) > 3.
Deux graphes métriques marqués (X, p) et (X7, p’) sont dans la méme classe d’homothétie s’il existe une
homothétie f/: X — X’ (ie un homéomorphisme multipliant toutes les longueurs des arétes par un méme
scalaire strictement positif) telle que fx o p = p’. On note [ X, p] la classe d’homothétie d’un tel graphe de
groupes métrique marqué (X, p). Si le marquage est sous-entendu, on notera ¥ la classe d’homothétie. Le
groupe Aut(W,,) agit par précomposition du marquage. Par ailleurs, pour tout « € Int(W},), et pour tout

* € PO(Wy,), nous avons o (X) = %. En effet, un automorphisme intérieur o de W, agit par translation
sur I’arbre de Bass—Serre associé a un graphe de groupes marqué X, ce qui implique que « préserve la
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classe d’équivalence de X. De ce fait, I’action de Aut(W,,) sur PO(W},) induit une action de Out(W,)
sur PO(W,).

La définition de I’autre-espace de Wy, noté P4 (W,,), est identique a celle de PO(W},) a ceci pres que
chaque graphe de groupes métrique considéré est muni d’un point base v. Le marquage est alors un
isomorphisme de groupes p: W,, — w1 (X, v). Les homothéties considérées préservent les points bases.
Le groupe Aut(W;,) agit par précomposition du marquage.

Les ensembles PO(W},) et Ps4(W,) sont munis d’une topologie. Pour tout élément [ X, p] € PO(W,,),
soit (X, p) un représentant de cette classe d’équivalence tel que la somme des longueurs des arétes du
graphe X soit égale a 1. Le graphe de groupes (X, p) définit alors un simplexe ouvert obtenu en faisant
varier les longueurs des arétes du graphe X, de maniére a ce que la somme des longueurs des arétes
soit toujours égale a 1. Une classe d’équivalence [X”, p'] € PO(W,,) définit une face de codimension 1
du simplexe associé a (X, p) si I’on peut obtenir (X, p) a partir de (X, p) en écrasant une aréte de X.
La ropologie faible sur PO(W),) est alors définie de la maniére suivante : un ensemble est ouvert si et
seulement si son intersection avec chaque simplexe ouvert est ouverte.

Nous rappelons a présent la définition d’un rétract par déformation forte Out(W},)—€équivariant de PO(W},),
appelé [’épine de I’outre-espace. Rappelons qu’un complexe simplicial € est de drapeaux si, pour tout
entier k, tout ensemble de & sommets deux a deux distincts et deux a deux adjacents de 6 forme 1’ensemble
des sommets d’un simplexe de 6 de dimension k — 1. L’épine de PO(W},) est le complexe simplicial de
drapeaux dont les sommets sont les simplexes ouverts associés a chaque classe d’équivalence [ X, p], et
ou deux sommets correspondant a des classes d’équivalence de graphes de groupes marqués [ X, p] et
[X”, o] sont reliés par une aréte si [X, p] définit une face du simplexe associé a [X’, p’] ou réciproquement.
L’épine de Psd(W;,) est définie de maniere similaire. Il existe un plongement de 1’épine de PO(W},) dans
PO(W,) ayant pour image 1’épine barycentrique de PO(W},). Par la suite, nous identifierons 1’épine de
PO(W,,) avec son image par ce plongement. De méme, il existe un plongement de 1’épine de Psd(W},)
dans Ps{(W,,) ayant pour image 1’épine barycentrique de Psd(W;,).

Si X est un graphe de groupes, on note Auty(X) le groupe des automorphismes du graphe X. Si X est
un graphe de groupes pointé, la notation Autg (X)) désigne le groupe des automorphismes du graphe
pointé sous-jacent a X. Nous appellerons {0}—étoile 1a classe d’équivalence dans PO(W,,) d’un graphe de
groupes marqué dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant » feuilles et # 4+ 1 sommets et de longueur
d’arétes constante. Nous appellerons F—étoile la classe d’équivalence dans PO(W),) d’un graphe de
groupes marqué dont le graphe sous-jacent est un arbre ayant n — 1 feuilles et n sommets et de longueur
d’arétes constante. Les sommets correspondants dans 1’épine de PO(W,,) sont encore appelés {0}—étoiles
et F—étoiles. Dans le cas de Psd(W,,), les définitions des {0}—¢roiles et des F—étoiles sont identiques a
ceci pres que 1’on suppose également que le point base est le centre (I’'unique sommet qui n’est pas une
feuille) du graphe.

On fixe désormais une partie génératrice standard {x1, ..., x,} de W,.
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Le groupe Aut(W;) (et donc Out(W;,)) est de type fini. Nous décrivons maintenant une partie génératrice
finie. Pour tout i € {1,...,n— 1}, on note 7;: W, — W,, I’automorphisme envoyant x; sur x;y1, Xj41
sur x; et qui fixe tous les autres générateurs. Pour tous les i, j € {1,...,n} tels que i # j, on note
0i,j . Wy — Wy I"automorphisme qui envoie x; sur x;x;x; et qui fixe tous les autres générateurs. La
proposition suivante est due a Miihlherr (voir également [Fouxe-Rabinovitch 1941; Gilbert 1987]).

Proposition 2.1 [Miihlherr 1997, Theorem B] Le groupe Aut(W},) est engendré par ty,. .., T,—1 et

par 0q2.

Si « est un élément de Aut(W},), sa classe d’automorphismes extérieurs sera notée [«]. Soit p: Aut(W,) —

Out(W,,) la projection canonique. On note A, = (t1,...,Ty—1) et Ay = p(/Tn). Les groupes Ay, et Ay,
sont isomorphes au groupe symétrique S,. On note U, = (t1,....Th—2.01n) et Up = p(ﬁn). On voit que

Uy, est isomorphe au produit semi-direct F"~! x&,,_;, alors que Uy, est isomorphe au produit semi-direct
F"2%6,_;, ot &,_; agit dans les deux cas par permutation des facteurs, en considérant 2 comme
le quotient de F"~! par le sous-groupe F diagonal. Soient B, = (t15...,Ty—2) et B, = p(En). Les
groupes By, et B, sont isomorphes a G,,_;.

Nous traitons a présent le cas ou n = 3. Soit € : W3 — Z /27 le morphisme envoyant, pour tout i € {1, 2, 3},
I’élément x; sur 1. Miihlherr [1997, Theorem A] a montré que ker(e) est un sous-groupe caractéristique
de Wj3. De plus, ker(e) est un groupe libre a deux générateurs, librement engendré par x;x, et x,x3.
Ceci induit un morphisme p: Aut(W3;) — Aut(lF,), qui est en fait un isomorphisme (cf [Varghese 2021,
Lemma 2.3]).

Proposition 2.2 Le morphisme p: Aut(W3;) — Aut(F,) induit un isomorphisme entre Out(W3) et
PGL(2, Z).

Démonstration Soient a et b les générateurs de IF,. On remarque tout d’abord que Int(F,) € p(Int(W3)).
Donc le noyau du morphisme surjectif Aut(W3) — Out(IF,) est inclus dans Int(W3). Pour tout i € {1, 2, 3},
soit ady; € Aut(W3) la conjugaison globale par x;. Un calcul immédiat montre que, pour tout 7 € {1, 2, 3},
p(ady;) est dans la classe d’automorphisme extérieur du morphisme ¢: F; — [, envoyant a sur aleth
sur b~1. De ce fait, puisque le sous-groupe {[t]) est distingué dans Out(IF,), le morphisme p induit un
isomorphisme entre Out(W3) et Out(F;)/([¢]). Comme ¢ est envoyé par le morphisme d’abélianisation
sur —Id € GL(2, Z), on voit que Out(W3) est isomorphe a PGL(2, Z). |

Nous allons démontrer les théorémes 1.1 et 1.2 en étudiant les stabilisateurs des {0}—étoiles et des
F—étoiles sous ’action de Out(W,,) et Aut(W},). Pour cela, nous utiliserons les résultats suivants, dus
respectivement a Hensel et Kielak et & Guirardel et Levitt, qui donnent des informations sur les points
fixes de sous-groupes de Out(W},).

Proposition 2.3 [Hensel et Kielak 2018, Corollary 6.1] Soient n > 1 un entier et H un sous-groupe fini
de Out(W,,). Alors H fixe un point de PO(W},).
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Corollaire 2.4 Soient n > 1 un entier et H un sous-groupe fini de Aut(W,). Alors H fixe un point
de Psd(W,).

Démonstration Soit p: Aut(W},) — Out(W,) la projection canonique. Alors p(H) est un sous-groupe
fini de Out(W,,), donc par la proposition 2.3, p(H) fixe un point ¥ de I’ outre-espace. Soit X un représentant
de ¥. Comme tout automorphisme intérieur agit sur X, et que p(H) agit également sur X, on en déduit
que H agit sur X. Etant donné que H est fini et que X est un arbre, on voit que H fixe un point v de X.
Donc la classe d’homothétie du graphe de groupes métrique marqué pointé (X, v) est fixée par H. O

Proposition 2.5 [Guirardel et Levitt 2007a, Theorem 8.3] Soit n > 2 un entier. Si H est un sous-groupe
de type fini de Out(W},) (resp. Aut(W},)) fixant un point de PO(W,,) (resp. Psd(W,,)), alors I’ensemble
des points fixes de H est contractile pour la topologie faible. |

On note Fixpg(,)(G) I’ensemble des points fixes d’un sous-groupe G de Out(W;,) dans PO(W;) (ou
Fix(G) s’il n’y a pas d’ambiguité). On note de plus Fixg, (G) I’ensemble des points fixes de G contenus
dans I’épine de PO(W},). Puisque 1’épine de PO(W},) est un rétract par déformation forte Out(W,,)—
équivariant de PO(W},), nous déduisons de la proposition 2.5 le résultat suivant.

Corollaire 2.6 Soitn > 2 un entier. Si H est un sous-groupe de type fini de Out(W},) fixant un point de
I’épine de PO(W,,), alors ’ensemble Fix(H) des points fixes de H dans I’épine de PO(W,,) est connexe
pour la topologie faible.

Soit % un point de 1’épine de PO(W,;,). On note X un représentant de & et 7" 1’arbre de Bass—Serre associé
a X. Nous définissons a présent un morphisme de groupes

@: Staboyw,) (¥X) — Autg (X).

Soient [a] € StabOm(Wn) (96) et o € Aut(W},) un représentant de []. Il existe un automorphisme Hye Aut(T)
tel que oz(g)Ha (x) = H, (gx) pour tout x € T et pour tout g € W,,. L’ automorphisme H, induit un
automorphisme Hy € Autg(X), et I'application o > Hy, passe au quotient pour donner un morphisme

®: Stabou ;) (%) — Autg(X).

Nous pouvons a présent démontrer un résultat identique au corollaire 2.6 dans le cas de P4 (W},).

Corollaire 2.7 Soit n > 2 un entier. Si H est un sous-groupe fini de Aut(W,,) fixant un point de I’épine
de PsA(W,), alors I’ensemble Fix(H) des points fixes de H dans I’épine de Psd(W},) est connexe pour la
topologie faible.

Démonstration Soient ¥ et Y deux points de 1’épine de PA(W,,) fixés par H. Soit p;: P4(W,) —
PO(W,) le morphisme canonique d’oubli du point base. On rappelle que p: Aut(W,,) — Out(W,) est
la projection canonique. Alors p(H) fixe p1(¥) et p1(¥), donc par le corollaire 2.6 il existe dans
Fixg,, (p(H)) un chemin continu P de p{(¥) vers p;(¥). Soient ¥y, ..., %, les sommets de K, consé-
cutifs dans P (on suppose p1(X) =% et X, = p1(Y)) tels que, pour tout i € {1,...,n—1}, X; et Xj4q
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sont reliés par une aréte dans K. Soit X un représentant de ¥; et pour touti € {2,...,n}, soit X; un
représentant de ¥; obtenu en écrasant ou en éclatant une forét de X;_1. Pour tout i € {1,...,n}, comme
tout automorphisme intérieur agit trivialement sur Xj, et puisque p(H) agit également sur X;, on en
déduit que H agit sur X;. De plus, étant donné que H est fini et que le graphe X; est un arbre, on voit
que H fixe un point v; de X;. Pour tout i, soit ¥; la classe d’équivalence du graphe métrique marqué
pointé (X;, v;) (on suppose que %1 =Xet%, = Y). Alors %; est fixé par H.

Nous construisons a présent pour tout i € {1,...,n — 1} un chemin continu inclus dans I’ensemble des
points fixes de H dans 1’épine de P (W},,) entre % et %i_l’_], ce qui conclura. La construction étant
symétrique, nous pouvons supposer, quitte a changer les représentants X; et X;4 1, que X;4; est obtenu
a partir de X; en écrasant une forét F. Soient A le simplexe ouvert dans Psd(W,,) associé a (X;, v;) et
e ’aréte de 1’épine barycentrique de Psd(W;,) reliant %; et 9?,4_1. Pour toute aréte [ de &, soit £y la
longueur de f. Pour tout ¢ € [0, 1], soient X i’ le graphe de groupes métrique obtenu a partir de X; en
donnant a toute aréte f € % la longueur (1 —1){y, et pr,: X; — X/ la projection canonique. On observe
que Xl.o = X; et que Xi1 = Xit1-

Puisque H stabilise X; et X;11, on voit que H stabilise la forét F. Donc, pour tout ¢ € [0, 1], le groupe H
stabilise X, l.’ . Puisque H fixe le sommet v; de X;, il fixe également, pour tout ¢ € [0, 1], le sommet
pr;(x;). Ceci induit un chemin continu de %; vers la classe d’équivalence dans K, de (X1, pry(vi)). Si
pr (vi) # v;4 1, alors, puisque le graphe X;; est un arbre, H fixe I'unique arc dans X; | reliant pr, (v;)
et v;41. Ceci induit alors un chemin continu contenu dans I’ensemble des points fixes de H dans 1’épine
de Ps4(W,,) entre la classe d’équivalence dans K, de (X;41,pr;(v;)) et %H, ce qui conclut. m]

Soient & un point de I’épine de PO(W,) et X un représentant de &. On note ®: Stabgy(13;,) (X) — Autg (X))
le morphisme naturel. Donnons maintenant une description de ker(®). Soit [X, p] un point de 1’épine
de PO(W,,). On note (X, p) un représentant de [X, p]. Soit e une aréte de X reliant le sommet v = o(e)
au sommet w = ¢(e). Soit z € G un élément du groupe associé au sommet v, et Z son antécédent par p.
Nous définissons a présent le twist par z autour de e. Soit G, le groupe associé a un sommet u. Le twist
par z autour de e, noté D, est I’automorphisme de W;,, bien défini modulo conjugaison, qui est égal a
Iidentité sur p~'(G,) si u est dans la méme composante connexe de X privé de I’intérieur de e que v, et

1

qui 2 x € p~1(G,) associe ZxZ ™! si u n’est pas dans la méme composante connexe que v. Nous avons le

résultat suivant, di a Levitt.

Proposition 2.8 [Levitt 2005, Propositions 2.2 and 3.1] Soit n > 2 un entier. Soient ¥ un point de
I’épine de I’outre-espace PO(W,,) et X un représentant de ¥. Soient v1, ..., v, les sommets du graphe
X de groupe associé isomorphe a F et soit n; le degré de v; pouri =1, ...,n. Le noyau du morphisme
®: Staboy ;) (¥) — Autg (X) (noté Outy(Wy) dans [Levitt 2005]) est isomorphe a [Tie, FUi 1 et
il est engendré par les twists autour des arétes dont I’origine appartient a {vy, ..., vy} et n’est pas une
feuille.
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Remarque 2.9 Dans le cas ou ¥ € Psd(W},), le noyau est engendré par les twists autour des arétes e
dont I’origine o(e) appartient a {vq, ..., v,} et n’est pas une feuille, et telles que, si o(e) est distinct du
point base vy, ces arétes ne soient pas contenues dans 1’unique chemin reliant o(e) a vs«. En particulier, si
le groupe associé a v est trivial et si n; est le degré de v; pouri = 1,...,n, alors le noyau est isomorphe
alli= F ni=1_Sj le groupe associé A vs est non trivial, et si on suppose vx = vy, alors le noyau est
isomorphe a (H:’;ll Fri=l)x .

3 Stabilisateurs des {0}—étoiles et des F —étoiles

Dans cette section nous donnons une caractérisation des stabilisateurs de {0}—€étoiles et de F—étoiles. Nous
présentons les démonstrations dans le cas de Out(W,,), les différences avec Aut(W,,) étant présentées
dans des remarques suivant les démonstrations pour Out(W;,).

3.1 Stabilisateurs des {0}—étoiles

Nous étudions tout d’abord les stabilisateurs des {0}—€toiles. Nous démontrons dans cette section la
proposition suivante.

Proposition 3.1 Soient n > 5 un entier et G un sous-groupe de Out(W,,) isomorphe a G,. Alors G est
le stabilisateur dans 1’épine de PO(W,,) d’une unique {0}—¢étoile.

Afin de démontrer la proposition 3.1, nous avons besoin d’une étude des stabilisateurs de sommets de
I’épine de PO(W,,) dont les graphes sous-jacents possédent exactement n feuilles.

Lemme 3.2 Soit n > 4 un entier. Soient G un sous-groupe fini de Out(W,,) isomorphe a G, et ¥ un
point de I’épine de PO(W,,) fixé par G. On note X un représentant de %. Si le nombre de feuilles de X
est n, alors ¥ est une {0}—étoile.

Démonstration Soit v un sommet de X qui n’est pas une feuille et qui soit 4 distance maximale du
centre ! de X.

Affirmation Sim = deg(v), alors v est adjacent 4 au moins m — 1 feuilles de X.

Démonstration L hypotheése de maximalité sur v implique qu’il y a au plus un sommet adjacent & v qui
n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions trouver un sommet w adjacent a v qui ne serait pas une
feuille et qui serait a distance strictement plus grande du centre que v. <

Maintenant, le groupe associé a v est trivial car X posseéde exactement n sommets de groupes associés
non triviaux, et ces sommets sont tous des feuilles car X posseéde # feuilles. De ce fait, deg(v) > 3 et v
est adjacent a au moins deux feuilles, notées vy et v,.

IRappelons que le centre d’un arbre métrique compact non vide est I’'unique milieu d’un segment de longueur maximale.
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Soient L ’ensemble des feuilles de X et w une feuille de X distincte de v; et v,. Puisque les seuls
sommets de X dont les groupes associés sont non triviaux sont des feuilles, la proposition 2.8 montre que
le morphisme naturel G — Autg (X)) est injectif. Ainsi, étant donné que le groupe G est isomorphe a &,
et que X posséde n feuilles, le morphisme naturel Autg (X') < Bij(L) est un isomorphisme. II existe
donc un automorphisme de X envoyant v, sur w et fixant v,. De ce fait, w est adjacent  v. Ainsi, v est
adjacent a toutes les feuilles de X. Puisque le groupe Autg, (X)) est isomorphe a Bij(L), toutes les arétes
de X ont méme longueur. On conclut que ¥ est une {0}—étoile. |

Remarque 3.3 Le résultat est identique dans le cas de Ps{(W,,). En effet, soit G un sous-groupe fini de
Aut(W,) isomorphe a &, et ¥ un point de I’épine de P4 (W,,) fixé par G. On note X un représentant
de %. Supposons que X possede n feuilles. Alors la remarque 2.9 donne que le noyau du morphisme
G — Autg(X) est un sous-groupe distingué de G d’ordre au plus 2. Comme G est isomorphe a G, et
que n > 4, le morphisme est injectif. La méme démonstration que le lemme 3.2 montre alors que X
posséde n feuilles et 7 + 1 sommets. Il reste 2 montrer que le point base est le centre de X. Mais ceci
provient du fait que le groupe G est isomorphe a Aut,,(X') qui lui-méme est isomorphe a Bij(L). Ainsi,
nécessairement, le point base est le centre de X. Donc % est une {0}—étoile.

Démonstration de la proposition 3.1 Puisque G est fini, d’aprés la proposition 2.3, il existe un point ¥
de I’épine de I’outre-espace qui est fixé par G. Soit X un représentant de &. D’apres la proposition 2.8, il
existe un entier k tel que le noyau de I’application naturelle G — Autg(X') soit isomorphe a F kna.

Or F¥NG estun 2—sous-groupe distingué de G >~ &,. Donc, comme 7 > 5, un tel sous-groupe est trivial.
De ce fait, G s’injecte dans Autg(X'). Or tout automorphisme d’un arbre est entierement déterminé par
la permutation qu’il induit sur I’ensemble des feuilles. Ainsi, si L est ’ensemble des feuilles de X,

G <> Auty(X) < Bij(L).

Or, les représentants des éléments de PO(W,,) possédent au plus # sommets de groupes non triviaux et
toutes les feuilles possédent des groupes associés non triviaux. Donc |L| < n. Donc, comme G s’injecte
dans Bij(L) et que G est isomorphe a &, on voit que G est isomorphe a Auty (X)) et que Auty (X)) est
isomorphe a Bij(L). De ce fait, X possede n feuilles. Par le lemme 3.2, ¥ est une {0}—étoile.

Montrons maintenant 1’unicité. Puisque 1’ensemble des {0}—étoiles est discret dans 1’épine de PO(W},),

par le corollaire 2.6, on conclut que G fixe une unique {0}—¢étoile dans 1’épine de PO(W},). m|

Remarque 3.4 Dans le cas de Ps4(W},), le résultat de la proposition 3.1 est vrai pour n > 4. En effet,
dans le cas ot n > 5, la démonstration est identique a celle de la proposition 3.1 en utilisant cette fois la
remarque 3.3.

Dans le cas ot n = 4, soit X € P4 (W) un point fixé par un sous-groupe G de Aut(W,,) isomorphe a &,.
On note X un représentant de % et vy le point base de X. Soit H le noyau du morphisme G — Autg (X).
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Supposons par I’absurde que H ne soit pas trivial. Alors, par la remarque 2.9, le groupe H est un 2—groupe.
Comme le seul 2—sous-groupe distingué de G4 est le groupe de Klein, le groupe H est isomorphe & F2.
Nous distinguons différents cas, selon le fait que le groupe associé a vy soit trivial ou non et selon le
nombre de sommets qui ne sont pas des feuilles et qui ont un groupe associé non trivial. On remarque
immédiatement que, puisque tout arbre possede au moins deux feuilles, le nombre de sommets qui ne
sont pas des feuilles et de groupes associés non triviaux est au plus 2.

Supposons que X contienne deux sommets qui ne soient pas des feuilles et dont les groupes associés
sont isomorphes a F et que le groupe associé a v soit trivial.

L hypothese sur vy implique que deg(vs) > 3. Comme chaque composante connexe de X — {v,} contient
au moins une feuille, X contiendrait cinq sommets de groupes associés non triviaux. Ceci contredit le fait
qu’il y a exactement quatre sommets dans le graphe de groupes associés non triviaux.

Supposons que X contienne deux sommets qui ne sont pas des feuilles et dont les groupes associés sont
isomorphes a F et que le groupe associé a v, ne soit pas trivial.

Alors la description du noyau du morphisme G — Autg (X)) donné dans la remarque 2.9 donne que le

cardinal du noyau est au moins 8, ce qui contredit le fait que H est de cardinal 4.

Supposons que X contienne un seul sommet, noté w, de groupe associé non trivial et qui ne soit pas une
feuille et que le groupe associé a vy soit trivial. Alors deg(vs) > 3. Comme chaque composante connexe
de X —{v«} contient au moins une feuille, et qu’il existe un sommet de groupe associé non trivial et qui
ne soit pas une feuille, deg(vs) = 3. De plus, puisqu’il y a exactement quatre sommets dans le graphe de
groupes associés non triviaux, chaque composante connexe de X — {v4} contient exactement une feuille.
Donc vy est relié a exactement deux feuilles et w est relié a une seule feuille et a v4. Or le cardinal du
groupe des automorphismes d’un tel graphe est égal a 2. Comme le noyau du morphisme G — Autg (X))
est de cardinal 4, ceci contredit le fait que G est isomorphe a Gg4.

Supposons que X contienne un seul sommet, noté w, de groupe associé non trivial et qui ne soit pas une
feuille. Si v« est une feuille, alors le graphe posséde exactement trois feuilles, dont I’une est le point
base. De ce fait, comme tout automorphisme de X est induit par son action sur les feuilles, le groupe des
automorphismes d’un tel graphe pointé est de cardinal 2. Comme le noyau du morphisme G — Autg (X))
est de cardinal 4, ceci contredit le fait que G est isomorphe a Gg4.

Supposons alors que le point base vy« ne soit pas une feuille. Par les cas précédents, v« = w. Comme le
nombre de sommets de groupe associé non trivial est exactement 4, et que tout sommet de groupe associé
trivial est de degré au moins 3, le graphe X contient au plus un sommet de groupe associé trivial. Le cas
ou le nombre de sommets de groupe associé trivial est égal a 1 n’est pas possible car alors le cardinal du
groupe des automorphismes d’un tel graphe est égal a 2, contredisant le fait que le noyau du morphisme
G — Autg(X) est de cardinal 4 et que G est isomorphe a G4.
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Dans le cas ol le nombre de sommets de groupe associé trivial est nul, on voit que ¥ est une F—¢étoile.
Or, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme G — Autg (X)) est égal a 8, d’ou une
contradiction.

En conclusion, le morphisme G — Autg(X') est également injectif dans le cas ol & appartient a Psd(Wy)

et n = 4. La suite de la démonstration est alors identique a la proposition 3.1.

Remarque 3.5 La proposition 3.1 reste vraie si I’on remplace F par un groupe fini, des lors que le
groupe des automorphismes de ce groupe fini ne contient pas de sous-groupe isomorphe au groupe alterné.

3.2 Stabilisateurs des F —étoiles
Nous démontrons & présent une caractérisation des stabilisateurs de F'—étoiles.

Proposition 3.6 Soit n > 5. Soit G un sous-groupe de Out(W,) isomorphe 4 F"~2 x &,_;. Alors G est
le stabilisateur d’une unique F—étoile.

Le démonstration de la proposition 3.6 passe par 1’étude des sous-groupes d’ordre maximaux de Out(W;,).
Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.7 Soient n > 4 un entier et & un point de I’épine de PO(W,,). On note X un représentant de ¥.
Soit k I’entier tel que le noyau du morphisme naturel

Staboyw;,) (X) — Autg (X)

soit isomorphe a F k. Alorsk <n—2. Par ailleurs, k = n — 2 si et seulement si I’ensemble V X des
sommets de X est de cardinal n.

Démonstration Supposons que |V X | > n. Soient v un sommet de groupe associé trivial et e une aréte
de X reliant v 2 un sommet w. Une telle aréte existe car X est connexe et le nombre de sommets de X
de groupe non trivial est égal a n.

Affirmation Soient Y le graphe de groupes marqué obtenu a partir de X en contractant I’aréte e et %Y sa
classe d’équivalence dans I’épine de PO(Wj,). Alors le noyau du morphisme naturel Staboy;,)(Y) —
Autg (Y') est isomorphe a F!, avecl = k si le groupe associé A w est trivial, et | > k + 1 sinon.

Démonstration Si le groupe associé a w est trivial, alors contracter I’aréte ¢ ne modifie pas le degré des
sommets dont le groupe associé est non trivial. Donc, dans ce cas, k = /. Supposons maintenant que le
groupe associé a w ne soit pas trivial. Notons vw le sommet obtenu en contractant e. Le groupe associé a
vw est non trivial. Alors, puisque, par hypothese, deg(v) > 3, nous avons

deg(vw) = deg(v) + deg(w) — 2 > deg(w) + 1.
Ainsi, dans ce cas, [ > k + 1. <
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De ce fait, si |V X | > n, il existe une aréte reliant un sommet de groupe associé trivial et un sommet de
groupe associé non trivial. Par I’affirmation précédente, I’entier k associé au morphisme Stabg, ;) (¥) —
Autg, (X)) n’est pas maximal.

Ainsi, pour calculer la borne maximale de k, nous pouvons supposer que X posséde # sommets, tous de
groupe associé non trivial. Donc,

Z deg(v) =2|EX|=2n-2,
velVX

la derniére égalité provenant du fait que X soit un arbre. Ainsi,

k= Z (deg(v)—1) = Z deg(v)—n=2n—-2—-n=n-2.

veVX veVX

Donc, k <n—2, et si |VA_’| =n,alors k =n—2.

Supposons maintenant que k = n — 2. Par ’affirmation précédente, la procédure de contraction présentée
fait croitre strictement k lorsque 1’on contracte une aréte reliant un sommet de groupe associé trivial et un
sommet de groupe associé non trivial. Donc X ne peut pas contenir de sommets ayant un groupe associé
trivial. On conclut que le cardinal de V X est égal a n. a

Remarque 3.8 Dans le cas de Psd (W), soit X un point de 1’épine de Ps{(W},). On note X un représentant
de %. Soit k I’entier tel que le noyau du morphisme naturel Stab;,) (%) — Autg (X)) soit isomorphe
a F*. Alors une démonstration identique au lemme 3.7 montre que k£ < n — 1 avec égalité si et seulement
si [VX|=n.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant concernant les stabilisateurs de F—étoiles dans
Out(W,).

Proposition 3.9 (1) Soit n > 4 un entier. Le cardinal maximal d’un sous-groupe fini de Out(W,,) est
2" 2(n—1)\.
(2) Supposonsn > 5. Soient G un sous-groupe de Out(W,,), et ¥ un point de I’épine de PO(W,,) fixé
par G. On note X un représentant de ¥. Si X posséde n feuilles, alors |G| < 2"~2(n —1)!.

(3) Supposons n > 4. Soient G un sous-groupe de Out(W,,) isomorphe a F"~2 x &, _; et ¥ un point
de I’épine de PO(W,,) fixé par G. On note X un représentant de %. Si le nombre de feuilles de X
est n—1, alors X est une F—étoile.

Démonstration Si ¥ est un élément de 1’épine de PO(W},), nous noterons X un représentant de %. Nous
noterons également L I’ensemble des feuilles de X. Puisque X est un arbre, tout automorphisme de X
est entierement déterminé par son action sur les feuilles. Donc le morphisme de restriction de Autg (X))
dans Bij(L) est injectif.
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Montrons I’assertion (1). Puisque tout sous-groupe fini de Out(W,,) fixe un point de 1’épine de PO(W,,) par
la proposition 2.3, il suffit de montrer que, pour & un point de I’épine de I’outre-espace, |Staboy ;) (%) | <
2"=2(n — 1)!. D’apres la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel
Staboy(;,) (X) — Autg (X)) soit isomorphe a F k_ De ce fait, |Staboyw;,) (X)| < 2k |[Autg (X)].

Nous distinguons deux cas, selon le cardinal de L.
* Supposons que |L| <n—1. Alors Aut, (X)), qui s’injecte dans Bij(L), s’injecte dans &,_;. Ainsi,
|Stabou(w,) (X)] < 2F|Aute (X)| < 25 (n— 1) < 2" 2(n — 1),

ou la derniere inégalité découle du lemme 3.7.

e Supposons que |L| = n. Alors tous les sommets ayant des groupes associé€s non triviaux sont des
feuilles. Ainsi, kK = 0 par la proposition 2.8. Puisque Bij(L) est isomorphe a &, nous avons

[Stabou (s, ()] < |Autg: (X)] < .
Or puisque # > 4, nous avons 1 < 2"~2_donc n! < 2""2(n—1)!, ce qui conclut.

Donc, pour tout sous-groupe fini G de Out(W,,), I’ordre de G est au plus 2”~2(n — 1)!. Cette borne est
atteinte par le groupe U, = ([t1], .. ., [tn—2], [01,]), qui est isomorphe au produit semi-direct F"~2x&,,_;.

Soient n > 5 et G, ¥ et X comme dans I’énoncé de 1’assertion (2). Par la proposition 2.8, il existe
un entier k tel que le noyau du morphisme naturel G — Aut,(X) soit isomorphe a F kna. Puisque
X possede n feuilles, par la proposition 2.8, I’entier k est nul. De ce fait, le groupe G s’injecte dans
Autg (X)), qui s’injecte dans Bij(L). Donc |G| < n!. Or 2"=2(n — 1)! < n! implique que n < 4. D’ol
|G| < 2" 2(n—1)\.

Soient n > 4 et G, ¥ et X comme dans 1’énoncé de (3). Comme G est de cardinal maximal parmi les
sous-groupes finis de Out(W), nous avons G = Stabgw;,)(%). Donc, par la proposition 2.8, il existe
un entier k tel que le noyau du morphisme naturel G — Autg(X') soit isomorphe a F k Ainsi, puisque
Autg (X)) s’injecte dans Bij(L) et que ce dernier est isomorphe a &,_1, on voit que |G| < 2k(m— 1.
Comme k < n —2 par le lemme 3.7, et puisque |G| = 2""2(n —1)!, on a nécessairement k = n —2. Le
lemme 3.7 donne alors que X possede exactement 7 sommets. De ce fait, X posseéde n — 1 feuilles et n
sommets. Par ailleurs, on voit également que Aut, (X) est isomorphe a Bij(L). Ainsi, toutes les arétes
de X ont la méme longueur. Donc ¥ est une F—étoile. O

Démonstration de la proposition 3.6 Supposons que n > 5 et que G soit un sous-groupe de Out(W},)
isomorphe & F"~2 x &,_;. Par la proposition 2.3, le groupe G fixe un point ¥ de I’épine de 1’outre-
espace. Comme G est de cardinal maximal parmi les sous-groupes finis de Out(W},), nous avons G =
Staboyw;,) (%). Donc, par la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel
G — Auty(X) soit isomorphe a F' k.
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Affirmation L’arbre X posséde exactement n — 1 feuilles.

Démonstration L assertion (2) de la proposition 3.9 dit que X possede au plus n — 1 feuilles. Nous

avons
1G] = 2" "2 (n —1)! < 2| Auty (X)] < 22| Autg (X))

ol la derniere égalité provient du lemme 3.7. Donc |Autg (X )| > (n — 1)!. Ainsi, puisque X possede
au plus n — 1 feuilles, le groupe Bij(L) dans lequel s’injecte Auty(X') est isomorphe & &,_;. Donc le
cardinal de L estn — 1. <

De ce fait, X posséde n — 1 feuilles. Par 1’assertion (3) de la proposition 3.9, % est une F—étoile dans
I’épine de PO(W,,). Par le corollaire 2.6, I’ensemble des points fixes de G est connexe. Puisque I’ensemble
des F—étoiles est discret dans 1’épine de PO(W,,), on conclut que G fixe une unique F—étoile dans I’épine
de PO(Wj). d

Remarque 3.10 Dans le cas de Aut(W},), soient G un sous groupe fini de Aut(W,) et ¥ un point de
I’épine de P4 (W) fixé par G. On note X un représentant de ¥*.

(1) Sin >4, le cardinal de G est plus petit que 2"~ (n —1)!.

La démonstration pour le cas oit le nombre de feuilles de X est plus petit que 7 — 1 est identique  celle de
la proposition 3.9(1) en utilisant cette fois la remarque 3.8. Dans le cas ou le nombre de feuilles est égal
a n, le noyau du morphisme naturel G — Auty(X) est de cardinal plus petit que 2 par la remarque 2.9,
donc |G| <2n! <2" '(n—1)! carn > 4.

(2) Sin>5etsi X posséde n feuilles, alors |G| < 2" 1 (n —1)!.

En effet, par la remarque 2.9, le cardinal du noyau du morphisme G — Auty (X)) est plus petit que 2,
donc |G| <2n! < 2" Y(n—1) carn > 5.

(3) Sin>4,siG estisomorphe 3 F"~ ! x&,_; etsi X posséde au plus n — 1 feuilles, alors % est une
F—étoile.

En effet, une démonstration identique  celle de la proposition 3.9(3) montre que X posséde 7 — 1 feuilles
et n sommets. Montrons alors que le point base est le centre de X. Ceci découle du fait que le groupe des
automorphismes de X est isomorphe 2 &,_1, car le noyau du morphisme G — Autg (X) est isomorphe
a F" ! et que G est isomorphe & F" ! xS, _;.

(4) Sin>4etsiG estisomorphe 3 F"~! x &,_, tout point de I’épine de Psd(W,) fixé par G est une
F—étoile.

En effet, I’existence d’une F—étoile fixée par G lorsque n > 5 se déduit des faits précédents.

Dans le cas ou n = 4, soit ¥ un point de 1’épine de 1’outre-espace fixé par G, et soit X un représentant
de %. On note L I’ensemble des feuilles de X. Si X posséde au plus 7 — 1 feuilles, alors, par le fait
précédent, & est une F—étoile. Supposons que X posséde exactement n feuilles. Alors la remarque 2.9
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montre que le noyau du morphisme naturel G — Autg (X) est de cardinal au plus 2. Il ne peut pas étre
injectif, car le cardinal de G est égal a 48 alors que le groupe Autg(X) s’injecte dans Bij(L) de cardinal
égal a 24. Donc le noyau du morphisme G — Aut,y(X) est de cardinal égal a 2. Ainsi, le point base de X
est une feuille. Or, puisque Autg(X) s’injecte dans Bij(L) et que I'image du morphisme G — Autg (X))
est de cardinal égal a 24, on voit que Auty(X) est isomorphe a Bij(L). Ceci contredit le fait que le point
base de X est une feuille. En conclusion, X posséde au plus # — 1 feuilles. Donc % est une F—étoile. La
démonstration de I'unicité de la F—étoile fixée par G est alors identique a celle de la démonstration de la
proposition 3.9(4).

Remarque 3.11 La proposition 3.6 reste vraie si I’on remplace F par un groupe cyclique fini.

3.3 Intersection des stabilisateurs d’une {0}—étoile et d’une F —étoile

Nous étudions dans cette section 1’intersection d’un stabilisateur d’une {0}—étoile et d’un stabilisateur
d’une F—étoile. Le résultat central de cette section (proposition 3.13) montre que I’intersection des
stabilisateurs d’une {0}—€toile et d’une F—étoile fixe une unique classe d’équivalence de {0}—étoiles et
une unique classe d’équivalence de F—étoiles.

Lemme 3.12 Soit n un entier.

(1) Supposons quen > 5. Soit G un sous-groupe de G,, isomorphe a G,_1. Il existe un automorphisme
de &, envoyant G sur{f € Bij({1,...,n}): f(n) =n}.

(2) Sin>4etn #6etsiG estun sous-groupe de Bij({1,...,n}) isomorphe a &,_1, alors il existe
un entieri €{1,...,n}telque G ={f € Bij({l,...,n}): f(i)=1i}.

Démonstration (1) L’action de &, sur G, /G par multiplication a gauche est un morphisme de
groupes ¢: S, — Bij(&,/G). Le noyau de ce morphisme est un sous-groupe distingué de &, inclus
dans G. Or, G est d’indice n. Donc, étant donné que n > 5, le noyau de ce morphisme est trivial. Donc,
puisque les groupes G, et Bij(&,/G) ont méme cardinal fini, le morphisme ¢ est un isomorphisme.
Soit {/7: 6,/G — {1,...,n} une bijection envoyant {G} sur n, et ¢ : Bij(&,/G) - &, I'isomorphisme
induit par 1} Alors ¥ o ¢ est un automorphisme de G, envoyant G sur le sous-groupe de &, fixant .

(2) Nous commengons par traiter le cas out n = 4. Il découle d’une inspection des sous-groupes de G4
isomorphes a G3. En effet, G4 possede exactement quatre sous-groupes isomorphes a &3. Donc, il existe
un entier i € {1,2,3,4}tel que G ={f € Bij({1,...,n}): f(i)=1i}.

Supposons maintenant que 7 > 5 et que 7 7 6. Par le premier point du lemme, il existe un automorphisme
¢ de G, envoyant G sur { f € Bij({1,...,n}): f(n) = n}. Or, si n # 6, tout automorphisme de S, est
intérieur. Comme les automorphismes intérieurs préservent le fait d’étre le stabilisateur d’un entier, il
existe un entier i € {1,...,n}tel que G ={f €Bij({1,...,n}): f(i) =1i}. a
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Etudions les points fixes du groupe By, dans I’épine de I’outre-espace de W,.

Proposition 3.13 Soientn > 4 et B, = ([t1], ..., [th=2])-

(1) Les seuls sommets fixés par By, dans 1’épine de 1’outre-espace de W, sont des {0}—étoiles et des
F—étoiles.

(2) Le groupe By, fixe une unique F—¢étoile et une unique {0}—étoile.

Remarque La proposition 3.13 differe des propositions 3.1 et 3.6 car elle porte uniquement sur un
sous-groupe particulier de Out(W,,). Nous ne savons pas si le résultat reste vrai pour un sous-groupe
de Out(W},) isomorphe a G,_; quelconque.

Démonstration (1) Soient & un sommet de 1’épine de PO(W,,) fixé par B, et X un représentant de ¥.
Soient L I’ensemble des feuilles de X et vy, ..., v, les sommets de X dont les groupes associés sont non
triviaux. Par la proposition 2.8, il existe un entier k tel que le noyau du morphisme naturel B, — Autg (X)
soit isomorphe a F kN B,.Or, ce noyau est un sous-groupe de F ket ce dernier est engendré par des
twists. Pour tout i € {1,...,n}, soit y; I’antécédent par le marquage de X du générateur du groupe
associé a v;. Les compositions de twists contenues dans FX N B, préservent la classe de conjugaison
dans W, de y; alors que les permutations du groupe engendré par {[t1], ..., [t,—2]} ne préservent pas ces
dernieres. De ce fait, nous avons FX N B, = {1}.

Le groupe Auty(X) s’injecte dans Bij(L). Par ailleurs, étant donné que le morphisme ¢ : B, — Autg (X))
est injectif, et que By est isomorphe a &,_1, nous avons |L| > n — 1. De plus, chaque feuille ayant un
groupe associé non trivial, nous avons |L| < n. Donc |L| € {n — 1, n}. Examinons les deux cas possibles.

Si [L| =n —1, alors Auty(X) est isomorphe a Bij(L). Montrons que & est une F—étoile. Soit v un
sommet qui n’est pas une feuille a distance maximale du centre de X. L’hypothése de maximalité sur v
implique qu’il y a au plus un sommet adjacent a v qui n’est pas une feuille, car sinon nous pourrions
trouver un sommet w adjacent a v qui ne serait pas une feuille et qui serait a distance strictement plus
grande du centre que v. De ce fait, v est adjacent a au moins deg(v) — 1 feuilles.

Si le groupe associé a v est non trivial, alors v est fixé par B, car c’est le seul sommet de X qui soit de
groupe associé non trivial et qui ne soit pas une feuille. Donc, puisque B, est isomorphe a Auty (X),
le sommet v est fixé par Auty(X). Enfin, puisque tout élément de Bij(L) est induit par un élément
de Autg (X)), le sommet v est adjacent a toutes les feuilles et & est une F—€toile.

Si v est un sommet de groupe trivial, alors, par hypothese, deg(v) > 3. De ce fait, v est adjacent a au
moins deux feuilles, notées v et v,. Soit w une feuille de X distincte de v et vy. Puisqu’il existe un
automorphisme de X envoyant v; sur w et fixant v,, alors w est nécessairement adjacent a v. Donc v est
adjacent a toutes les feuilles. Ceci n’est pas possible, car alors X contiendrait uniquement 7 — 1 sommets
de groupe associé non trivial. Donc v est nécessairement un sommet de groupe associé non trivial et &
est une F—étoile.
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Supposons que |L| = n. Montrons alors que ¥ est une {0}—étoile. Le groupe Autg (X)) s’injecte dans
Bij(L) qui est isomorphe a &y. Par ailleurs, puisque B s’injecte dans Auty(X'), I'image de Autg (X))
dans Bij(L) contient un sous-groupe de Bij(L) isomorphe a2 G,_;.

Soit H I’'image de B, dans Autg(X). Par le lemme 3.12(2), si n # 6, il existe une feuille v; de X telle
que I'image de H dans Bij(L) soit €gale a Stabgjj(7)(v1). Soit v le sommet adjacent a vy. Puisque v
n’est pas une feuille, deg(v) > 3. Ou bien v est adjacent a une autre feuille distincte de vy, ou bien v est
adjacent a une unique feuille.

Si v est adjacent 4 une unique feuille, il existe dans X des feuilles de L — {v;} a distance au moins 4.
Soient w; et w, deux telles feuilles distinctes de vy, telles que w; soit a distance maximale du centre et
que w, soit une feuille distincte de v; a distance maximale de w;. Puisque la valence de tout sommet
de groupe associé trivial est au moins 3, il existe une feuille w3 a distance 2 de w;. Or 'image de H
dans Bij(L) est égale a Stabg;j(r)(v1). I existe donc un automorphisme de X fixant w3 et envoyant wy
sur wi, ce qui n’est pas possible par hypothese sur w; et wj.

Donc v est adjacent a une feuille distincte de v;, que 1’on note v,. Soit w une feuille de X distincte de
vy et vs. Etant donne qu’il existe un automorphisme de X envoyant v, sur w et fixant vy, le sommet w
est a distance 2 de v,. En particulier, ¥ est une {0}—étoile.

Traitons maintenant le cas ou # = 6. On numérote de 1 a 6 les feuilles. Une construction explicite d’un
représentant de I’unique automorphisme extérieur non trivial de &g (voir par exemple [Miller 1958])
donne que 1’unique (a conjugaison pres) sous-groupe de Bij(L) isomorphe a G5 et qui ne soit pas un
stabilisateur de feuille est le groupe

H=((12)(34)(56),(16)(24)(35),(14)(23)(56),(16)(25)(34)).

Supposons alors que H soit inclus dans 'image de Aut, (X ) dans Bij(L). Le groupe H agit transitivement
sur les feuilles de X. De ce fait, tous les sommets reliés a des feuilles sont adjacents 2 un méme nombre k
de feuilles. Les seules valeurs possibles pour k sont k € {1, 2, 3, 6}. Le cas oul kK = 1 n’est pas possible car
tout sommet qui n’est pas une feuille est de degré au moins 3 (tous les sommets dont les groupes associés
sont non triviaux sont des feuilles). De plus, k # 3 car le groupe des automorphismes d’un tel graphe
ne pourrait contenir simultanément les permutations (12)(34)(56), (16)(24)(35) et (14)(23)(56).
Enfin, k # 2 car alors X posséderait trois sommets adjacents 2 deux feuilles. Cependant le groupe des
automorphismes d’un tel graphe ne pourrait contenir simultanément les permutations (12)(34)(56),
(16)(24)(35) et (16)(25)(34). Donc k = 6 et X est une {0}—¢étoile.

Ainsi, B, fixe uniquement des {0}—étoiles et des F—étoiles.

(2) Montrons maintenant que B, fixe une unique F—étoile. Soit X le graphe de groupes marqué pour
lequel X posseéde n sommets, notés vy, ..., vy, dont les feuilles sont vy, ..., v,—1, et tel que pour tout
i €{l,...,n}, 'image réciproque par le marquage du générateur du groupe associé a v; soit x;. Soit & la
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classe d’équivalence de X. Alors & est une F—étoile et le stabilisateur de & est U,. Puisque B, C Uy,

ceci montre 1’existence.

Montrons maintenant I’unicité. Soit %Y une autre F—étoile fixée par B,. On note Y un représentant de %.
Par le corollaire 2.6, il existe dans Fixg, (By) un chemin continu de & vers %. Puisque deux F—étoiles
distinctes ne sont pas reliées par une aréte dans 1’épine de PO(W,,), et puisque tout sommet de Fixg, (By)
est une {0}—¢étoile ou une F—étoile, ce chemin passe par une {0}—étoile adjacente a .

Affirmation Soient ¥ une {0}—étoile adjacente a ¥ et Z un représentant de %. On note vy, ..., v, les
sommets de Z dont les groupes associés sont non triviaux. Alors I’image réciproque par le marquage
de Z des générateurs des groupes associés aux sommets vy, ..., U, est, a conjugaison pres,

o o on—1 Op—1
{xptxix, b Xy T X1 X, X )

avec a; € {0, 1} pour touti € {1,...,n—1}.

Démonstration Pour touti € {1,...,n}, soit y; le générateur du groupe associé a v;. Puisque % est
adjacente a %, il existe une aréte e de Z telle que le graphe de groupes marqué Z’ dont le graphe Z’ est
obtenu 2 partir de Z en contractant e soit dans la classe %. Quitte 2 renuméroter, on peut supposer que
I’un des sommets de e est v,. Soient Tx et Tz les arbres de Bass—Serre associés 2 X et Z’. Les graphes
de groupes X et Z’ étant équivalents, il existe un homéomorphisme W,,—équivariant f: Ty — Tz-. Soit
v le sommet de Ty de stabilisateur {x,). Alors f(v) a pour stabilisateur (x,). Par ailleurs, étant donné
que les sommets adjacents a v ont pour stabilisateurs (xy), ..., {(Xp—1), (XnX1Xn), ..., (XnXp—1Xn), les
sommets adjacents a f(v) ont pour stabilisateurs (x1),..., (x;,—1), (XnX1Xn), ..., (XnXp—1Xn). Donc,
tout sous-graphe fini et connexe de Tz ayant n sommets et 7 — 1 feuilles et de centre f(v) est tel que les
stabilisateurs des feuilles sont

o o Opy— Op—
(xptx1xyt), oo (X T X XY,
avec «; € {0,1} pour tout i € {1,...,n — 1}. Ainsi, I'image réciproque par le marquage de Z des
générateurs des groupes associés aux sommets vy, ..., U, €st, a conjugaison pres,
o o Opy— Oy —
(xptxpx, ), oo (x I xp—1x," ),
avec o; € {0, 1} pour touti € {1,...,n—1}. <

Ainsi, au vu de la description des {0}—étoiles adjacentes a ¥, le groupe Bj, fixe une unique {0}—étoile
adjacente a & : la {0}—étoile Z telle que les antécédents par le marquage des générateurs des groupes de
sommets non triviaux soient, a conjugaison pres, xi, ..., X5. On note % la classe d’équivalence de Z.

Soit Y une F—étoile adjacente & %. Notons Y’ un représentant de %', Il existe une aréte e de Z telle que
le graphe de groupes Z’ obtenu en contractant e soit dans %’. Les antécédents par le marquage de Y’ des
générateurs des groupes de sommets sont donc, a conjugaison pres, Xy, ..., Xz.
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Ainsi, puisque B, permute les sommets de tout point de 1’épine de PO(W},) dont I’'image réciproque par
le marquage des groupes associés sont {x1),..., (x;—1), on voit que I’unique F—étoile adjacente a %
fixée par B, est . Donc, B, fixe une unique F—étoile dans I’épine de PO(W},).

Montrons enfin que B, fixe une unique {0}—étoile. Soit Z le graphe de groupes marqué dont le graphe
sous-jacent posseéde n 4+ 1 sommets, n feuilles, notées wy, ..., wy, et tel que pour tout i € {1,...,n},
I’image réciproque par le marquage du générateur du groupe associé a w; soit x;. Soit % la classe
d’équivalence de Z. Alors ¥ est une {0}—¢étoile et le stabilisateur de % est 4,. Puisque B, € A,, ceci
montre 1’existence.

Montrons 1’unicité. Soit Y une autre {0}—étoile fixée par Bj. Par le corollaire 2.6, il existe un chemin
continu dans Fixg, (B,) de % vers %Y. Au vu de I’assertion (1) de la proposition, ce chemin passe
uniquement par des {0}—étoiles et des F—étoiles. Or, By, fixe une unique F—étoile ¥, et par la derniere
affirmation, I’unique {0}—étoile adjacente a ¥ et fixée par B, est %. Donc Bj fixe une unique {0}—étoile
dans I’épine de PO(W,,). |

Remarque 3.14 Soit #n > 4. Dans le cas de Aut(W,,), soit By = (t1,...,Ty—2), qui est encore isomorphe
a G,_1. Soit ¥ un point de 1’épine de Psd(W},) fixé par By. On note X un représentant de .

(1) Soit X est une F—étoile, soit X posséde n feuilles et n + 1 sommets.

En effet, une démonstration identique a celle de la proposition 3.13(1) montre que le morphisme By —
Autg (X) est injectif, et que le nombre de feuilles de X est soit égal a n — 1, soit égal a n. S’il est égal
a n— 1, une démonstration identique a celle de la proposition 3.13(1) montre que X posséde n sommets et
n — 1 feuilles. Comme le groupe Auty(X') contient un sous-groupe isomorphe a &,_ et que X possede
n — 1 feuilles, on voit que, nécessairement, le point base de X est son centre. Donc & est une F—étoile.
Si le nombre de feuilles de X est égal & 1, une démonstration identique a celle de la proposition 3.13(1)
montre que X posséde 7 + 1 sommets et # feuilles.

(2) Le groupe B, fixe une unique F—étoile.

En effet, il fixe une F—étoile car En est un sous-groupe de ﬁn = (11,...,Ty—2,01 ) et ce dernier est
isomorphe & F"~! x &,,_. De ce fait, la remarque 3.10(4) permet de conclure. Nous appellerons %
I'unique F—étoile fixée par Up.

Pour I’unicité, soit %Y une autre F—étoile fixée par B Puisque I’ensemble des F'—¢étoiles dans 1’épine de
Ps4(W,) n’est pas connexe, tout chemin continu entre ¥ et Y et contenu dans I’ensemble des points fixes
de B, pour I’action de Aut(W,) sur I’épine de Psd(W},) passe par un point % ayant un représentant Z
de graphe sous-jacent possédant  feuilles et 7 4 1 sommets. Soient vy, ..., vy les feuilles de Z. Une
démonstration identique a celle de la premiere affirmation de la démonstration de la proposition 3.13(2)
montre que I'image réciproque par le marquage de Z des générateurs des groupes associés aux sommets
v1,..., Uy est respectivement ou bien xq, ..., X,—1, Xp Ou bien Xy X1 Xy, ..., XnXy—1Xn, Xp. De plus, la
description de B, montre que le point base de Z est contenu dans I’aréte reliant le centre de Z et vy.
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Soit maintenant %’ un sommet de I’épine de Psd(W},) fixé par B, adjacent a % et qui n’est pas une
F—étoile. Puisque Z’ posséde n feuilles et n + 1 sommets par le premier point de la remarque, un
représentant Z' de %’ est obtenu a partir de Z en déplagant le point base dans 1’aréte reliant le centre
de Z et vy,. De ce fait, les images réciproques par le marquage des générateurs des groupes associés aux
feuilles de Z' sont les mémes que pour %.

Donc, pour conclure sur I'unicité de la F—étoile fixée par By, il suffit d’étudier les F—étoiles fixées
par B, qui sont adjacentes a %. Soit Y’ une F—étoile adjacente a %. Notons Y’ un représentant de %',
Il existe une aréte e de Z telle que le graphe de groupes Z’ obtenu en contractant e soit dans %’ Les
antécédents par le marquage de Y’ des générateurs des groupes de sommets sont donc, A conjugaison pres,
X1,...,Xp. Ainsi, puisque B permute transitivement les sommets de tout point de 1I’épine de Psd(W},)
dont les images réciproques par le marquage des groupes associés sont (x1),..., {(x,—1), on voit que
I'unique F—étoile adjacente a ¥ fixée par B, est %. Donc, B, fixe une unique F—étoile dans I’épine
de PA(W,).

Remarque 3.15 La proposition 3.13 reste vraie lorsqu’on remplace F par un groupe cyclique fini.

4 Rigidité des automorphismes extérieurs d’un groupe de Coxeter universel

Le but de cette section est de démontrer le théoreme 1.1. Nous distinguons différents cas, selon la valeur
de n. Soit @ € Aut(Out(Wy,)).

4.1 Démonstration danslecasn >Setn # 6

Soit ¥ la {0}—étoile fixée par le sous-groupe fini A, de Out(W},) (I’unicité provient de la proposition 3.1).
Alors, d’apres la proposition 3.1, a(A4;) est le stabilisateur d’une unique {0}—étoile &,. Or Out(W},) agit
transitivement sur 1’ensemble des {0}—étoiles, donc il existe ¥ € Out(W,) tel que ¥ (¥1) = %,. Posons
ag = ad(y) o, alors ag(A,) = ad(¥) ca(A4y) = Aj,.

Puisque gl 4, est un automorphisme de 4,, que A, est isomorphe a &, et que, pour n # 6, le groupe
Out(S,) est trivial, quitte a changer oo dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer

que aglq, =idy,,.
Maintenant, étant donné que B, € Uy, nous avons ay(B,) = By € ag(Uy). Or, par la proposition 3.13(2),

B, fixe une unique F—étoile. Par ailleurs, le stabilisateur de cette F—étoile est U,,. Donc, puisque oo (Up)
est également le stabilisateur d’une unique F—étoile par la proposition 3.6, on obtient que ao(Uy,) = Uy,.

Or, U, est isomorphe au produit semi-direct F”~2 x B, et By, agit sur F"~2 (vu comme le quotient
de F™"~! par son sous-groupe diagonal F) par permutation des facteurs. Soit ¢ € B,. On note fix(c)
I’ensemble des points fixes de o agissant par conjugaison dans F"~2. Puisque ao(0) = o pour tout o € By,
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on voit que ag(0go~!) = oag(g)o~! pour tout o € {0} x B, et pour tout g € F"~2 x{1} ; en particulier,
si g € fix(0), alors ag(g) € fix(o).

Soit maintenant 0 = (2...n —1) € By. Alors fix(0) = {0, [01 ,]}. Donc, puisque o ([0 ,,]) € fix(0), on
aag([o1,,]) =[01,]. De méme, pour tout i € {1,...,n—1}, ao([0i,4]) = [0i,n]. Ainsi, ag| pn—2 =id pn—2.
Puisque, par ailleurs, oo est ’identité sur B, on voit que o |y, = idy,. De ce fait, étant donné que
aola, = idy, et que A, et U, engendrent Out(W,) par la proposition 2.1, on voit que ¢ = id et le
résultat s’en déduit.

4.2 Démonstration danslecasn =6

Dans le cas ou n = 6, la proposition 3.1 s’appliquant encore, soit «p un représentant de la classe
d’automorphismes extérieurs de o tel que «g(A,) = A,. Supposons que la classe d’automorphismes
extérieurs de a4, soit non triviale. Alors une description explicite d’un automorphisme engendrant
I’unique classe d’automorphismes extérieurs de G (cf [Miller 1958]) donne, en identifiant A, et G4 par
I’unique isomorphisme envoyant 7; sur la permutation (i i+1) pour 1 <i <5, que

ao(By) = ([(12)BH(56)].[(16)24 (B3] [(14)(23)(56)].[(16)(25)(34)]).

Ainsi, ag(By) agit transitivement sur les classes de conjugaison de {x1, ..., x,}. Alors, puisque o (B;)
ao(Uy), par la proposition 3.6, ag(By) fixe une F—étoile X. Soit X un représentant de ¥. Par la
proposition 2.8, le noyau du morphisme g (By;) — Auty(X) est isomorphe a F"=2 N ay(By).

Or F"2Nag(By) est un 2—sous-groupe distingué de ag(B,). Comme ao(B,) est isomorphe & &,_;
et que n = 6, nous avons F"~2 Nay(By,) = {1}. Donc ag(By) est isomorphe 2 Autg (X)) car Autg (X)
est isomorphe a &,_;. Soient maintenant vy, ..., v,_q les feuilles de X et v, le centre de X. Pour
Jj €{l,...,n},soit (y;) 'image réciproque par le marquage du groupe associé a v;. Le groupe Autg (X),
et donc ag(Bjy), s’identifie a I’ensemble des bijections de {vq, ..., v,} fixant v,. Or, par la proposition 2.1,
il existe w € Bij({x1,...,xn}) telle que pour tout i € {1,...,n}, il existe z; € W, vérifiant

_ —1
Vi = ZiXg@i)Z; -

Ceci contredit le fait que o (By) s’identifie a I’ensemble des bijections de {vy, ..., v,} fixant v,, car le
groupe g (By) agit transitivement sur I’ensemble des classes de conjugaison de {x, ..., x,}. Donc la
classe d’automorphismes extérieurs de o|4,, est triviale et on conclut comme dans la section 4.1.

4.3 Démonstration dans le cas n = 4

Dans le cas ou n = 4, les propositions 3.1 et 3.6 ne sont plus valables, car alors tout sous-groupe
de Out(W},) isomorphe a G4 est isomorphe au produit semi-direct V' x &3, ou V est le groupe de Klein.
Nous avons cependant la proposition suivante.
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Proposition 4.1 Soient n = 4 et G un sous-groupe de Out(W},) isomorphe au produit semi-direct
F""2%&,_;. Alors G est soit le stabilisateur d’une unique F—étoile, soit le stabilisateur d’une unique
{0}—¢toile. Les deux cas sont mutuellement exclusifs.

Démonstration Soient & un point de 1’épine de PO(W},) fixé par G (qui existe par la proposition 2.3), et
X un représentant de Z. Soit L 1’ensemble des feuilles de X. La proposition 4.1 se démontre de maniére
identique 2 la proposition 3.9(3), & ceci pres que 1’on ne peut pas exclure le cas ot X posséde # feuilles. 11

faut alors distinguer le cas ot |[L| =n—1et |L| =n. Si X posséde n feuilles, le lemme 3.2 donne que %

est une {0}—étoile. Si X posséde n — 1 feuilles, alors la proposition 3.9(3) donne que ¥ est une F—étoile.

Montrons maintenant que G' ne peut fixer a la fois une {0}—étoile et une F—¢étoile. Par la proposition 3.9(1),
G est le stabilisateur de tout point fixé par G.

Supposons que G soit le stabilisateur d’une {0}—étoile &. Soit X un représentant de &. Soient vy, ..., v,
les sommets de X dont les groupes associés sont non triviaux et, pour tout i € {1, ...,n}, soit y; I'image
réciproque par le marquage du générateur du groupe associé a v;. Alors le groupe G est le groupe engendré
par les permutations de {y1,..., Vn}.

Soit Y une F—étoile dans I’épine de PO(W;,) fixée par G. Par le corollaire 2.6, Fixg, (G) est connexe. 11
existe donc un chemin continu dans Fixg,, (G) de ¥ vers %. Les sommets par lesquels passe ce chemin sont
uniquement des {0}—étoiles et des F—étoiles au vu des points stabilisés par G. Or, le groupe engendré par
les permutations de {1, ..., y»} ne fixe aucune F—€toile adjacente a X. En effet, le groupe G contiendrait
un élément permutant le centre de la F'—étoile avec une feuille, ce qui n’est pas possible. Donc G ne fixe
aucune [f"—étoile.

Enfin, I’unicité du point fixe provient du fait que I’ensemble des {0}—étoiles et I’ensemble des F—étoiles
sont discrets dans 1’épine de PO(W},) alors que 1’ensemble des points fixes de G est connexe par le
corollaire 2.6. d

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme 1.1 dans le cas n = 4.

Soit @ € Aut(Out(Wy,)). Soit ¥ la {0}—étoile fixée par le sous-groupe fini 4, >~ &4 de Out(W,,). Par la
proposition 4.1, «(A4,) fixe soit une {0}—étoile, soit une F—étoile.

Si a(A4y) fixe une {0}—¢étoile, alors la méme démonstration que pour le cas ol n # 6 dans la section 4.1
montre que quitte a changer o dans sa classe d’automorphismes extérieurs, nous avons |4, = idg,.
Par la proposition 4.1, le groupe U, ~ F? x &3 fixe soit une {0}—étoile, soit une F—étoile. Etant donné
que B, C U, fixe une unique {0}—étoile p et une unique F—étoile p’ et que o|p, = idp, , on voit que
a(Uy) est soit le stabilisateur de p, soit le stabilisateur de p’. Cependant, puisque le stabilisateur de p
est A, et que |4, = idy,, on voit que ar(Uy) est le stabilisateur de p’. Donc a(Uy) = Uy,. Le reste de la
démonstration est alors identique a celle du cas ol n # 6 dans la section 4.1.
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Supposons que a(A4,) fixe une unique F—¢étoile. Construisons a présent un représentant de la classe
d’automorphismes extérieurs de «. Puisque Out(W,,) agit transitivement sur les F—étoiles, quitte a changer
« dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer que «(A4,) = U,. Soit V le groupe de
Klein contenu dans A,. Alors «(V') est 'unique 2—sous-groupe distingué non trivial de U,,. Donc

a(V) = ([o1,4].[02,4].[03,4]).

Ainsi, puisque B, NV = {id}, on voit que «(B,) N« (V) = {id}. Par ailleurs, 4, = BV, donc U, =
a(By)a(V). De ce fait, «(By) est un sous-groupe de U, d’ordre 6. Or, il existe une unique classe de
conjugaison de sous-groupes d’ordre 6 dans Uy,. Donc, quitte a changer « dans sa classe d’automorphismes
extérieurs, on peut supposer que & (B,) = By. De mé€me, puisque B, est isomorphe a S, quitte a changer
« dans sa classe d’automorphismes extérieurs, on peut supposer que «|p, =idp,,.

Déterminons a présent I’image de [r3] et [03 4] par . Puisque [7][z3] € V, on voit que a([71][r3]) €
{lo1,4]. [02.4], [03,4]}. Or, [r1] commute avec [r1][z3], donc «([r;][r3]) doit également commuter avec [ty].
De ce fait, a([t1][t3]) = [03 4] et a([r3]) = [t1][03,4]).

Déterminons I’'image de [03 4] par . Puisque «(By) = By, le groupe a(Uy) est le stabilisateur d’un
point fixe de B,,. Par la proposition 3.13, B, fixe uniquement deux sommets de I’épine de PO(W},) : la
{0}—¢étoile stabilisée par 4, et la F—étoile stabilisée par U,. Comme «(A,) = Uy, on a nécessairement
a(Up) = Ay. Donc a([o3,4]) € V. Puisque [03,4] commute avec [t], on obtient que «([03 4]) = [11][73].
Donc « se restreint en 1’identité sur B, envoie [t3] sur [t;][03,4] et [03,4] sur [t1][r3]. Comme By, [r3]

et [03,4] engendrent Out(W,), ceci montre qu’un tel automorphisme «, s’il existe, est unique modulo
automorphisme intérieur.

Réciproquement, montrons que 1’application o de B, U{[t3], [03 4]} dans Out(W}) définie par «|p, =idp,,,
a([r3]) = [t1][03,4] et a([03,4]) = [r1][r3] s’étend de maniere unique en un morphisme de groupes de
Out(W,). Comme [7;] commute avec [3] et [03 4], ceci montre que « est involutif, donc un automorphisme
de Out(W,). Sa classe dans Out(Out(Wy)) est non triviale (car son action sur I’épine de PO(W}) est non
triviale), ce qui montre le théoreme 1.1 lorsque n = 4.

Pour simplifier les notations, nous notons [i j] la classe d’automorphismes extérieurs de la transposition
permutant x; et x;. Notons

S={lijl:1=i,j=4U{loi ]:1=i#j =4}

qui est une partie génératrice de Out(W,) par la proposition 2.1. Un petit calcul élémentaire montre que,
sii =1,2,alors

[(4]=1[3]34]l 3],  o(li 3Dee([34De([i 3]) = [/ k07,4,
[oi,4] = [i 303,41l 3], (i 3Da([o3,4De(li 3]) = [/ k]li 4],
ou{j,k}=1{1,2,3} —{i}. Considérons I’application & de S dans Out(W}) étendant o sur S N (B, U
{[34].[03,4]}) et telle que, sii = 1,2,

a([i 4) =1[j klloi,al et a(loia)) =[j k]l 4],
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ou {j,k}={1,2,3} —{i}. Des calculs élémentaires pour lesquels nous renvoyons a [Guerch 2022]
montrent que cette application préserve, quand n = 4, la présentation de Out(W,,) donnée par Gilbert
[1987, Theorem 2.20], ce qui conclut.

4.4 Démonstration de la rigidité de Aut(W,)

Nous démontrons a présent le théoreme 1.2. Soient n > 4 et o € Aut(Aut(W;,)). Soient A= (t1,. ) Tn=1)>
En ={(11,...,Ty—2) €t l7n = (t1,...,Ty—2,01,). En utilisant les remarques 3.4, 3.10(4) et 3.14(2), et
en effectuant une démonstration identique a celle du théoreme 1.1 dans les cas ol n > 5, on voit que,

quitte a changer o dans sa classe d’automorphismes extérieurs, «/| i, = id i, et oc(ﬁn) =U,.

Or U, est isomorphe & F"~1 x By,. Soit o € B,. On note fix(0) I’ensemble des points fixes de o agissant
par conjugaison dans F"~!. On voit que a(cgo~!) = oa(g)o~! pour tout o € {0} x By et pour tout
g € F""1 % {1} ; en particulier, si g € fix(0), alors a(g) € fix(c).

Soit maintenant 0 = (2...n—1) € By,. Alors fix(0) = {0, O1,n Hi;él,n Oins ]_[7;11 G,-,n}. Donc a(01,,) €
{01,,,, ]_[i?él’n Oin, ]_[::11 o*,-,n}. Comme ]_[::11 i est 'unique élément non trivial dans le centre de Uy,

on voit que a(ay ) # [1/=] Oin.

Supposons par I’absurde que @ (01 ,) = ]_[i#’n oin.Pour j €{l,...,n—1}, notons (1 j) la transposition
de B, permutant x; et x;j. Alors, on voit que (0 ,) = a((1 j)o1 (1)) = Hi;éj,n Oi,n pour tout
jell,...,n—1}.
Un calcul immédiat montre alors que, pour tout j # k,n, etk <n,
a(or,;) = a(( mora(im) =[] oi;.
i#j.k
Or 01,203,4 = 03,401 2, alors que

a(01,2)a(03,4)(x1) = l_[ 0i,2 1_[ 0i,4(X1) = X2X4X2X1X2X4X2,

i#12 i#34
a(o3,8)a(012)(x1) = [ oia [] oi2(x1) = xax1x4.
i#£3,4 i#12

Donc a(07,2)(03,4) # a(03,4)(01,2). Ceci contredit le fait que o est un morphisme de groupes. Ainsi,
a(01,,) = 01 5. Par la proposition 2.1, nous avons a = id. Ceci conclut la démonstration du théoreme 1.2.
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