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Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K . Le nombre de
points de torsion définis sur une extension finie L est borné polynomialement
en terme du degré [L : K ] de L sur K . Sous les trois hypothèses suivantes
nous calculons l’exposant optimal dans cette borne, en terme de la dimension
des sous-variétés abéliennes de A et de leurs anneaux d’endomorphismes. Les
trois hypothèses faites sur A sont les suivantes : (1) A est géométriquement
isogène à un produit de variétés abéliennes simples de type I ou II dans la
classification d’Albert ; (2) A est de “type Lefschetz” c’est-à-dire que le groupe
de Mumford–Tate est le groupe des similitudes symplectiques commutant aux
endomorphismes ; (3) A vérifie la conjecture de Mumford–Tate. Le résultat
est notamment inconditionnel (i.e., ces trois hypothèses sont vérifiées) pour un
produit de variétés abéliennes simples de type I ou II et de dimension relative
impaire. Par ailleurs nous prouvons, en étendant des résultats de Serre, Pink et
Hall, la conjecture de Mumford–Tate pour quelques nouveaux cas de variétés
abéliennes de type Lefschetz.

Let A be an abelian variety defined over a number field K . The number of torsion
points that are rational over a finite extension L is bounded polynomially in
terms of the degree [L : K ] of L over K . Under the following three conditions
we compute the optimal exponent for this bound, in terms of the dimension
of abelian subvarieties and their endomorphism rings. The three hypotheses
are the following: (1) A is geometrically isogenous to a product of simple
abelian varieties of type I or II, according to the Albert classification; (2) A is
of “Lefschetz type,” that is, the Mumford–Tate group is the group of symplectic
similitudes which commute with the endomorphism ring. (3) A satisfies the
Mumford–Tate conjecture. This result is unconditional (i.e., the three hypotheses
are satisfied) for a product of simple abelian varieties of type I or II with odd
relative dimension. Further, building on work of Serre, Pink and Hall, we also
prove the Mumford–Tate conjecture for a few new cases of abelian varieties of
Lefschetz type.
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1. Introduction

Soit A/K une variété abélienne, définie sur un corps de nombres K , de dimension
g≥ 1. Le classique théorème de Mordell–Weil assure que le groupe A(F) des points
F-rationnels de A est de type fini pour toute extension finie F/K . Un problème
naturel qui se pose est de déterminer le sous-groupe de torsion A(F)tors. Un premier
problème consiste en fait à borner explicitement le cardinal de A(F)tors lorsque
A ou F varient. Comme dans les articles [Ratazzi 2007 ; Hindry et Ratazzi 2012 ;
2010] auxquels ce papier fait suite, nous nous intéressons ici au cas où l’on fixe A et
où l’on fait varier F parmi les extensions finies de K ; l’objectif étant d’obtenir une
borne avec une dépendance explicite et optimale en le degré [F : K ]. Introduisons
maintenant l’invariant que nous allons étudier.

Définition 1.1. On pose

γ (A)= inf
{

x > 0 | ∀F/K finie, |A(F)tors| � [F : K ]x
}
.

La notation � signifie qu’il existe une constante C , ne dépendant que de A/K ,
telle que l’on a |A(F)tors| ≤ C[F : K ]x .

On peut traduire la définition en le fait que γ (A) est l’exposant le plus petit
possible tel que pour tout ε > 0, il existe une constante C(ε) = C(A/K , ε) telle
que pour toute extension finie F/K on a

|A(F)tors| ≤ C(ε)[F : K ]γ (A)+ε.

Un résultat général dû à Masser [1986] donne une borne simple :

γ (A)≤ dim A.

Cette borne est optimale lorsque A est une puissance d’une courbe elliptique avec
multiplication complexe ; il est fort probable que la borne de Masser n’est jamais
optimale dans les autres cas. L’invariant γ (A) est calculé dans [Hindry et Ratazzi
2010] pour un produit de courbes elliptiques et, de manière différente, dans [Ratazzi
2007] pour une variété abélienne de type CM et dans [Hindry et Ratazzi 2012]
pour une variété abélienne “générique”. Le problème analogue pour les modules de
Drinfeld est traité dans [Breuer 2010].

Nous notons End(A) l’anneau d’endomorphismes de A/K et posons End0(A) :=
End(A)⊗Q. On étudie dans ce texte les deux cas suivants :

— La variété abélienne A est de type I, i.e., E := End(A)⊗Q est un corps
totalement réel de degré e ; en particulier g = he où h est entier.

— La variété abélienne A est de type II, i.e., D := End(A)⊗Q est une algèbre
de quaternions totalement indéterminée de centre un corps totalement réel E
de degré e ; en particulier g = 2he où h est entier.
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Les deux autres cas (type III, i.e., algèbre de quaternions totalement définie, et
type IV, i.e., algèbre à division sur un corps CM) sont de nature différente et seront
traités dans une autre publication.

Définition 1.2. L’entier h précédent s’appelle la dimension relative de A.

On sait que, pour une telle variété abélienne de type I ou II, le groupe de Hodge
est toujours contenu dans ResE/Q Sp2h et est génériquement égal à ce dernier
groupe. Lorsque h est impair ou égal à 2, on sait que le groupe de Hodge est
effectivement ResE/Q Sp2h et, de plus, que la conjecture de Mumford–Tate est vraie
(cf. le théorème 3.7 plus loin). Notons que le cas de type I avec e = 1 correspond
aux variétés abéliennes de type GSp (dans la terminologie de [Hindry et Ratazzi
2012]).

Pour tout premier `, on note T`(A)= lim
←−−

A[`n
] le module de Tate `-adique de

A ; considérant l’action du groupe de Galois GK := Gal(K/K ) sur les points de
`∞-torsion, on associe naturellement à A/K , la représentation `-adique

ρ`∞,A : GK → GL(T`(A))' GL2g(Z`).

On pose V`(A) = T`(A)⊗Z` Q`. Rappelons que V`(A) est naturellement le dual
de H 1

ét(A × K ,Q`) et que, si l’on note V = V(A) = H1(A,Q), alors, comme
Q-espace vectoriel, V ∼= Q2g, et V ⊗Q Q` s’identifie naturellement à V`(A). Si
ψ : V ×V →Q est la forme symplectique associée à une polarisation, sa tensorisée
par Q` s’identifie avec la forme symplectique provenant de l’accouplement de Weil
associé à la même polarisation T`(A)× T`(A)→ Z`(1)∼= Z`.

Définition 1.3. Le groupe de Lefschetz de A, noté L(A), est le commutateur 1, en
tant que Q-groupe algébrique, de End0(A) dans Sp(V, ψ)= Sp2g.

On note également G` ou G`,A si besoin, l’enveloppe algébrique de l’image
de ρ`∞ , et H`,A la composante neutre de G` ∩SL(V`), c’est-à-dire

G`,A := (ρ`,A(GK )
Zar)0 et H`,A := (G` ∩SL(V`))0.

On note MT(A) le groupe de Mumford–Tate et Hdg(A) le groupe de Hodge
d’une variété abélienne A (cf. par exemple [Pink 1998; Moonen 1999]). La relation
entre les deux groupes est MT(A) = Gm ·Hdg(A) et Hdg(A) est la composante
neutre de MT(A)∩SL(V ).

Le groupe des homothéties est contenu dans G`,A ; une autre manière de définir
le Q`-groupe algébrique H`,A, pour se ramener dans Hdg(A), est de le voir comme
l’enveloppe algébrique de ρ(Gal(K/K(µ`∞)), c’est-à-dire la composante neutre de

1. Ce groupe algébrique est connexe, sauf pour les variétés de type III, cf. Murty [1984] et Milne
[1999].



1848 Marc Hindry et Nicolas Ratazzi

la clôture de Zariski de l’image de Galois dans GL2g,Q`
. On sait alors que l’on a

toujours
H`,A ⊂ Hdg(A)Q`

⊂ L(A)Q`
.

Remarquons que ces deux inclusions n’ont pas le même statut : la conjecture de
Mumford–Tate prédit que la première inclusion est toujours une égalité, alors que
la seconde inclusion peut ne pas être une égalité.

Définition 1.4. Nous dirons que A est de type Lefschetz si Hdg(A) = L(A) et
pleinement de type Lefschetz si pour tout premier `, on a H`,A = L(A)Q`

.

Remarque 1.5. Dans la définition précédente, il suffit en fait de supposer que
H`,A = L(A)Q`

pour un premier ` (cf. [Larsen et Pink 1995, Theorem 4.3]).

Ainsi une variété abélienne de type Lefschetz est pleinement de type Lefschetz
si elle vérifie la conjecture de Mumford–Tate.

Théorème 1.6. Soit A une variété abélienne géométriquement simple de type I ou
II définie sur un corps de nombres, dont le centre de l’algèbre d’endomorphismes
est un corps de nombres totalement réel E de degré e = [E : Q]. Posons d :=√
[End0(A) : E] (i.e., d = 1 ou 2). On suppose que A est pleinement de type

Lefschetz ; on a alors

γ (A)=
2dhe

1+ 2eh2+ he
=

2 dim A
dim MT(A)

.

Remarque 1.7. Il est intéressant d’observer que l’exposant γ (A) est beaucoup plus
petit que la borne γ (A) ≤ g donnée par Masser ; par exemple, pour toute variété
abélienne vérifiant les hypothèses du théorème, on a pour le type I (resp. le type II)
γ (A) < 2/3 (resp. γ (A) < 4/3).

Pour énoncer la deuxième partie du corollaire suivant, nous introduisons la
notation

6 =
{

g ≥ 1
∣∣ ∃k ≥ 3, impair, ∃a ≥ 1, 2g = (2a)k ou 2g =

(2k
k

)}
. (1)

Pour énoncer la troisième partie du corollaire suivant, rappelons que si une variété
abélienne A a réduction semi-stable en une place v, la composante neutre de la
fibre spéciale est une extension d’une variété abélienne par un tore ; la dimension
de ce tore s’appelle la dimension torique. Remarquons également (cf. la preuve
du théorème 10.7) que si la variété abélienne A est de type I (resp. de type II) et
possède mauvaise réduction semi-stable en une place, alors la dimension torique
de la fibre spéciale est un multiple de e (resp. de 2e). En rassemblant les cas où
l’on sait démontrer qu’une variété abélienne de type I ou II est pleinement de type
Lefschetz (voir théorème 3.7 et section 10) on obtient le corollaire suivant.



Torsion pour les variétés abéliennes de type I et II 1849

Corollaire 1.8. Soit E un corps de nombres totalement réel de degré e = [E :Q].
Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres, telle que A est géo-
métriquement simple de type I ou II et le centre de son algèbre d’endomorphismes
est E. On suppose de plus que l’une quelconque des trois hypothèses suivantes est
satisfaite :

(1) La dimension relative h est un nombre impair ou égal à 2.

(2) On a e= 1 (ou encore E =Q) et la dimension relative h n’appartient pas au
sous-ensemble exceptionnel 6.

(3) La variété abélienne A est de type I (resp. II) et possède une place de mau-
vaise réduction semi-stable avec dimension torique e (resp. avec dimension
torique 2e).

On a alors

γ (A)=
2dhe

1+ 2eh2+ he
=

2 dim A
dim MT(A)

.

Remarque 1.9. Lorsque e = 1 et A de type I, le point (2) correspond au cas
“générique” traité dans [Hindry et Ratazzi 2012].

Remarque 1.10. Comme cela est démontré par Noot [1995], pour chaque type de
groupe de Hodge, il existe des variétés abéliennes définies sur un corps de nombres,
ayant ce groupe de Hodge donné et vérifiant la conjecture de Mumford–Tate. En
particulier, pour tout corps de nombres totalement réel E de degré e sur Q et tout
entier h, il existe des variétés abéliennes A définies sur un corps de nombres, de
dimension eh (resp. 2eh) telles que End0(A)= E (resp. End0(A) est une algèbre
de quaternions indéfinie sur E) et qui sont pleinement de Lefschetz. Ces variétés
abéliennes vérifient donc les hypothèses du théorème.

Remarque 1.11. La preuve fournit une inégalité légèrement plus précise que
|A(L)tor| �ε [L : K ]γ (A)+ε de la forme

|A(L)tor| � [L : K ]γ (A)+c1/ log log[L:K ].

On peut récrire ce résultat en terme de minoration du degré de l’extension engendrée
par un sous-groupe de torsion ; nous donnons la teneur du résultat ci-dessous dans
le cas de l’extension engendrée par un seul point de torsion.

Théorème 1.12. Soit A/K une variété abélienne géométriquement simple de type I
ou II, de dimension relative h et pleinement de type Lefschetz. Il existe une constante
c1 := c1(A, K ) > 0 telle que pour tout point de torsion P d’ordre n dans A(K ), on
a la minoration

[K(P) : K ] ≥ cω(n)1 n2h.
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Remarque 1.13. On peut affaiblir légèrement l’énoncé en écrivant l’inégalité sous
la forme

[K(P) : K ] � n2h−c/log log n ou encore [K(P) : K ] �ε n2h−ε pour tout ε > 0.

Par ailleurs notons que, toujours pour un point P d’ordre n, on a trivialement
[K(P) : K ] ≤ n2g. On voit donc que dans le cas totalement générique (appelé “type
GSp” dans [Hindry et Ratazzi 2012]) tous les points d’ordre n engendrent des corps
de degrés comparables n2g

≥ [K(P) : K ] � n2g−ε, mais qu’il n’en est plus de
même quand e ≥ 2.

Nous étendons les résultats au cas d’une variété abélienne géométriquement
isogène à un produit de variétés abéliennes de type I ou II.

Théorème 1.14. Soit A/K une variété abélienne isogène sur K à un produit
An1

1 × · · ·× And
d avec Ai non K -isogène à Aj pour i 6= j . On suppose que chaque

facteur Ai est de type I ou II et est pleinement de type Lefschetz. Pour tout sous-
ensemble non vide I de [1, d ] on note AI :=

∏
i∈I Ai . On note ei la dimension du

centre de End0(Ai ) et hi la dimension relative de Ai . Enfin on pose di = 1 (resp.
di = 2) si Ai est de type I (resp. de type II). On a alors

γ (A)=max
I

2
∑

i∈I ni di hi ei

1+
∑

i∈I 2ei h2
i + hi ei

=max
I

2
∑

i∈I ni dim Ai

dim MT(AI )
.

Corollaire 1.15. Soit A une variété abélienne géométriquement isogène à un pro-
duit An1

1 × · · · × And
d avec Ai non K -isogène à Aj pour i 6= j . On suppose que

chaque facteur Ai est de type I ou II et vérifie l’une quelconque des trois hypothèses
suivantes :

(1) Le nombre hi est impair ou égal à 2.

(2) On a ei = 1 (i.e., Ei =Q) et hi 6∈6.

(3) La variété abélienne Ai est de type I (resp. II) et possède une place de mau-
vaise réduction semi-stable avec dimension torique ei (resp. avec dimension
torique 2ei ).

On a alors, avec les notations du théorème 1.14,

γ (A)=max
I

2
∑

i∈I ni di hi ei

1+
∑

i∈I 2ei h2
i + hi ei

=max
I

2
∑

i∈I ni dim Ai

dim MT(AI )
.

Remarque 1.16. Dans le contexte du corollaire 1.15, l’analogue du théorème 1.12
dit simplement que

[K(P) : K ] ≥ cω(n)1 n2h0,

où h0 est le minimum des hi .
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Réductions. Le problème que nous étudions est clairement invariant par deux
modifications : remplacer K par une extension finie K ′ et remplacer A par une
variété abélienne A′ isogène à A. Quitte à effectuer une extension finie de K
et à remplacer A par une variété isogène, nous pouvons donc supposer, et nous
supposerons dans le reste de l’article, les propriétés suivantes vérifiées par A/K :

(1) L’anneau des endomorphismes définis sur K est égal à l’anneau des endo-
morphismes définis sur K ; on le notera donc End(A).

(2) L’anneau des endomorphismes End(A)est un ordre maximal dans End(A)⊗Q.

(3) La variété abélienne s’écrit A = An1
1 × · · · × Anr

r , avec 1≤ r , 1≤ ni et des
variétés abéliennes Ai absolument simples non isogènes deux à deux.

(4) L’adhérence de Zariski de ρ`∞,A(GK ) est connexe.

(5) Les représentations ρ`∞,A sont indépendantes sur K .

En effet la possibilité de l’obtention des trois premières propriétés par extension
de K et isogénie découle des propriétés générales des variétés abéliennes, tandis
que les points (4) et (5) s’obtiennent par une extension adéquate du corps K , en
invoquant deux résultats subtils de Serre [1986a; 2013]. Le point (5) est rappelé,
ainsi que la définition de “représentations indépendantes” à la proposition 3.2.

Remarquons qu’on pourrait également songer à imposer que A soit principale-
ment polarisée, mais cela forcerait à renoncer à la propriété (2), il nous a semblé
plus commode de préserver cette dernière.

Plan. Le plan de ce texte est le suivant : Dans la section suivante on rassemble
un certain nombre de lemmes de théorie des groupes et de combinatoire. Dans
les sections 3 et 4 on décrit les accouplements λ-adiques déduits de celui de Weil,
ainsi que l’étude des propriétés des représentations galoisiennes qui sont utilisées
dans la suite. La section 5 étudie la partie cyclotomique de ces représentations. Les
sections 6 et 7 contiennent les preuves des deux théorèmes cités en introduction
(théorèmes 1.6 et 1.14), d’abord dans le cas d’une variété abélienne simple et
pour un groupe annulé par ` puis dans le cas général. Les preuves sont en fait
écrites pour ` assez grand et on indique dans la huitième section comment on
peut modifier les preuves pour traiter les “petits” nombres premiers de manière
similaire. La courte neuvième section contient la démonstration de la minoration
du degré de l’extension engendrée par un point de torsion (théorème 1.12). La
dixième et dernière section est un appendice indépendant du reste de l’article (sauf
pour les notations), dans lequel nous montrons comment déduire un énoncé du
type “conjecture forte de Mumford–Tate” de l’énoncé usuel de la conjecture de
Mumford–Tate et expliquons comment prouver les quelques cas supplémentaires
de la conjecture de Mumford–Tate ne figurant pas dans la littérature et énoncés
dans les corollaires 1.8 et 1.15.
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Notations. Dans tout le reste de cet article, nous utiliserons les notations suivantes :

[L : K ], (G : H), [G,G]

pour désigner respectivement, le degré de l’extension de corps L sur K , l’indice du
sous-groupe H de G dans G, le groupe des commutateurs de G.

Par ailleurs nous utiliserons les deux notations supplémentaires suivantes :
l’égalité à indice fini près � et la presque égalité $. Commençons par définir
l’égalité à indice fini près : Si L1, L2 sont des corps de nombres contenus dans un
corps L (en pratique nos corps seront tous contenus dans K(Ator) ou, si l’on préfère
dans Q ou même C) qui dépendent de A/K et d’un autre ensemble de paramètres
3, nous écrirons L1 � L2 pour dire qu’il existe une constante C(A/K) ne dépendant
que de A/K telle que les inégalités

[L1 : L1 ∩ L2] ≤ C(A/K ) et [L2 : L1 ∩ L2] ≤ C(A/K )

sont vraies pour toutes valeurs des paramètres dans l’ensemble 3. De même si G1

et G2 sont des sous-groupes d’un même groupe et dépendant d’un ensemble de
paramètres 3, nous écrirons G1 � G2 pour dire qu’il existe une constante C(A/K)
ne dépendant que de A/K telle que les inégalités (G1 : G1 ∩G2) ≤ C(A/K ) et
(G2 : G1 ∩ G2) ≤ C(A/K ) sont vraies pour toutes valeurs des paramètres dans
l’ensemble 3. Nous utiliserons la même notation pour des nombres. Ainsi, si
N1, N2 sont deux nombres (par exemple des cardinaux de groupes ou des degrés
d’extensions) N1� N2 signifie qu’il existe deux constantes C1 et C2, indépendantes
des paramètres, telles que C1 N1 ≤ N2 ≤ C2 N1 (voir, par exemple, le lemme 6.4
pour une utilisation de cette dernière notation).

Concernant la presque égalité, dire que E $ F signifie par définition que E � F
et que de plus il y a en fait égalité E = F pour toutes les valeurs des paramètres
dans 3 sauf éventuellement un nombre fini (dépendant éventuellement de A/K ).

Un exemple typique d’utilisation de la notation précédente consiste par exemple
(cf. proposition 5.2) à écrire, pour A/K une variété abélienne simple de type I ou
II de dimension relative h et pleinement de type Lefschetz, que l’on a

[ρ`(GK ), ρ`(GK )]$ Sp2h(OE/`OE),

ceci signifiant qu’il existe une constante `0(A/K ) dépendant de A/K telle qu’il
a égalité pour tout `≥ `0(A/K ) et que de plus pour tout ` les deux groupes sont
commensurables, i.e., l’indice de l’intersection des deux groupes dans l’un et l’autre
est fini.

Enfin, si L1, L2 sont des corps de nombres qui dépendent de A/K et d’un
autre ensemble de paramètres 3, nous écrirons [L1 : Q] � [L2 : Q] pour dire
qu’il existe une constante C(A/K) ne dépendant que de A/K telle que l’inégalité
[L1 :Q] ≤ C(A/K )[L2 :Q] est vraie uniformément sur 3.
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2. Lemmes de groupes

Soit E/Q un corps de nombres, d’anneau d’entiers OE . Si ` est un premier et λ
une place de OE au dessus de `, on note Oλ le complété de OE selon λ. De même
on note Fλ le corps résiduel correspondant.

Nous rappelons maintenant des objets et notations provenant de [Hindry et Ratazzi
2012] que nous utiliserons ensuite. Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une forme
symplectique (dans la suite du papier nous utiliserons ceci avec V = H1(A(C),Q)).
Dans les lemmes suivants nous introduisons (e1, . . . , e2g) une base symplectique
de V . (i.e., pour tout 1≤ i, j ≤ g, ei · eg+i =+1 et ei · e j = 0 si |i − j | 6= 0).

Lemme 2.1. Soit 0 ≤ s ≤ r ≤ g avec r ≥ 1. Définissons Pr,s le sous-groupe
algébrique de Sp2g fixant les vecteurs e1, . . . , er et les vecteurs eg+1, . . . , eg+s ,
c’est-à-dire

Pr,s :=
{

M ∈ Sp2g | Mei = ei , i ∈ [1, r ] ∪ [g+ 1, g+ s]
}
.

Alors, Pr,s est lisse sur OE et sa codimension dans Sp2g est :

codim Pr,s = 2sg+ 2rg− rs− r(r−1)
2
−

s(s−1)
2

.

Démonstration. Il s’agit du lemme 2.24 de [Hindry et Ratazzi 2012] (énoncé sur Z

mais valable par la même preuve sur OE ). �

Lemme 2.2. Soit λ une place de OE au dessus d’un premier ` de Z. En introduisant
les groupes

D0 :=

{(
I 0
0 α I

)
∈ GL2g(Oλ)

∣∣∣ α ∈ Z×`

}
,

Gλ :=
{

M ∈ GSp2g(Oλ) |mult(M) ∈ Z×`

}
,

on a
D0 ·Sp2g(Oλ)= Gλ.

Le même énoncé vaut en remplaçant Oλ par Fλ et Z` par F`.

Démonstration. Il s’agit du lemme 2.12 de [Hindry et Ratazzi 2012] dans sa version
λ-adique : soit M ∈ Gλ de multiplicateur mult(M). La matrice(

Ig 0
0 mult(M)Ig

)
M

est dans Sp2g(Oλ). �

Lemme 2.3. Soit GE un sous-groupe algébrique sur E de GLE . Soit t ∈ N∗

et soit G1,E , . . . ,Gt,E une suite de sous-groupes algébriques de GE . On note G
(respectivement Gi ) l’adhérence de Zariski de GE (respectivement de Gi,E ) dans
GLOE sur OE . Il existe des constantes C1 > 0, C2 > 0 telles que la propriété
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suivante est vraie : soient ` un premier de Z et λ une place de OE au-dessus
de `. Soient G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ G t une suite de sous-groupes algébriques sur Oλ
de GOλ

. On suppose que pour tout i , le groupe Gi est conjugué sur Fλ à Gi . On note
gi := dimGi = dim Gi et di := codimG Gi = codimGOλ

Gi et on pose, pour toute
suite croissante d’entiers 0= m0 < m1 < m2 < · · ·< mt :

H(m1, . . . ,mt)=
{

M ∈ G(Oλ) | M ∈ Gi mod λmi
}
.

Pour tous les ` tels que G et les Gi sont lisses sur Fλ, on a alors

C1×
(
G(Oλ) : H(m1, . . . ,mt)

)
≥ Card(Fλ)

∑t
i=1 di (mi−mi−1)

≥ C2×
(
G(Oλ) : H(m1, . . . ,mt)

)
.

Démonstration. Il s’agit du lemme 2.4 de [Hindry et Ratazzi 2012] dont la preuve
reste valable, en remplaçant Z par OE , ainsi que ` par λ et F` par Fλ. �

Nous donnons dans ce qui suit l’analogue d’un lemme prouvé pour SL2(Z`) par
Serre. L’énoncé en vue est le suivant, où les notations suivantes sont utilisées.

Définition 2.4. Nous dirons qu’une sous-algèbre de Lie de glm possède la propriété
(CN ) (des carrés nuls) si elle est engendrée, comme espace vectoriel, par des
matrices de carré nul.

Exemple 2.5. Les algèbres slm et sp2m ont la propriété (CN ) mais pas som . Les
matrices Ei j ayant un seul coefficient non nul (sur la i-ème ligne et j -ème colonne)
sont de carré nul. En dimension 2, on a de même que

( a 1
−a2
−a

)
est de carré nul,

donc (
a b
c −a

)
=

(
a 1
−a2

−a

)
+

(
0 b− 1
0 0

)
+

(
0 0

c+ a2 0

)
est bien somme de matrices de carré nul. Quand m est quelconque, on en tire
aisément que les matrices diagonales de trace nulle sont sommes de matrices de
carré nul. L’algèbre sp2m est l’algèbre des matrices

(
A B
C D

)
telles que D+ tA = 0,

B et C sont symétriques. On écrit aisément une telle matrice comme somme de
matrices : (

0 S
0 0

)
,

(
0 0
S 0

)
,

(
δ δ

−δ −δ

)
,

(
U 0
0 −tU

)
,

où S est symétrique, U a trace nulle et δ est la matrice dont le seul terme non nul
est dans le coin supérieur gauche et vaut 1 ; les trois premières sont de carré nul et
la quatrième est somme de matrices de carrés nuls d’après la propriété pour slm .
Enfin notons qu’une matrice anti-symétrique de carré nul est elle-même nulle, donc
son ne possède pas la propriété des carrés nuls.

Notations. On note O l’anneau d’entiers d’un corps p-adique,$ une uniformisante,
F=O/$O le corps résiduel et e l’indice de ramification, i.e., p=$ eu avec u ∈O×.
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Lemme 2.6. Soit G un sous-groupe algébrique lisse de GLm /O et H un sous-
groupe fermé de G(O). Considérons, pour tout entier n ≥ 1, les applications
πn : H → GLm(O/$ nO). Alors on a :

(1) Si πe+1(H)= G(O/$ e+1O) et p ≥ e+ 2, alors H = G(O) ; si p ≤ e+ 1 et
πm surjective avec m ≥ (ep+ 1)/(p− 1), alors H = G(O).

(2) Si p ≥ 2e + 3, πe(H) = G(O/$) et Lie(GF) a la propriété (CN ) alors
H = G(O).

En particulier, lorsque G = SLm ou Spm , si p ≥ 5 et K/Qp non ramifié, alors
π1(H)= G(F) entraîne H = G(O).

Démonstration. Notons L := Lie(GF). Commençons par observer que, d’après
l’hypothèse de lissité, si une matrice s’écrit M = I + $ n B alors πn+1(M) ∈
G(O/$ n+1O) si et seulement si π1(B) ∈ L. On prouve maintenant par récurrence
sur n que la projection H → G(O/$ nO) est surjective et donc que H est dense
dans G(O) et donc égal à ce dernier. Supposons la propriété vraie au cran n et
montrons-la au cran n+ 1. Soit donc A ∈ G(O), on sait donc qu’il existe A1 ∈ H
telle que A ≡ A1[$

n
] et, quitte à remplacer A par AA−1

1 on peut supposer que
A≡ I [$ n

] soit encore A= I +$ n B avec donc π1(B)∈L. Par hypothèse, il existe
Z ∈ H telle que Z ≡ I +$ n−e B[$ n−e+1

] ou encore Z = I +$ n−e B+$ n−e+1C .
Posons Y := Z p alors

Y = I + p$ n−e(B+$C)+
p−1∑
h=2

( p
h

)
$ h(n−e)(B+$C)h +$ p(n−e)(B+$C)p.

On a e+h(n−e)≥ n+1 si n ≥ e+1 et p(n−e)≥ n+1 si n ≥ (ep+1)/(p−1) ;
ainsi si p ≥ e+ 2 on voit que Y ≡ I +$ nu B mod$ n+1. On peut bien sûr refaire
ce calcul en remplaçant B par u−1 B et conclure. La surjectivité de πe+1 suffit
donc pour entraîner H = G(O) si p ≥ e + 2 (resp. la surjectivité de πm avec
m ≥ (ep+ 1)/(p− 1) pour p ≤ e).

Si maintenant n=e, on reprend le calcul en supposant d’abord que π1(B2)=0∈L.
Observons que, dans ce cas, B2 j

≡ 0 mod$ j donc

(B+$C)p

= B p
+$(B p−1C + · · · )+ · · ·+$ r (· · · + B j0C B j1C · · ·C B js )+ · · ·+$ pC p

avec B p
≡ 0 mod$ (p−1)/2 et $ r B j0C B j1C . . .C B js ≡ 0 mod$m avec

m ≥ r +
[

j0
2

]
+ · · ·+

[
js
2

]
≥ r +

s∑
i=0

(
ji
2
−

1
2

)
= r +

p− r
2
−

s+ 1
2
≥

p− 1
2

.
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Si maintenant Z = I + B+$C et Y = Z p alors

Y = I + p(B+$C)+
p−1∑
h=2

( p
h

)
$ h(B+$C)p−h

+ (B+$C)p

≡ I + pB+ (B+$C)p mod $ e+1.

La condition (p−1)/2≥ e+1 équivaut à p≥ 2e+3. On trouve ainsi un élément Y ∈
H tel que Y = I+$ e B mod $ e+1. Pour le cas général, on aura B= B1+· · ·+Bs

avec π1(B2
i )= 0 ∈ L et I +$ e B ≡ (I +$ e B1) · · · (I +$ e Bs) mod$ e+1, ce qui

permet de conclure. �

Lemme 2.7 [Hindry et Ratazzi 2012, lemme 2.8]. Soit d ≥ 1 un entier, et pour tout
i ∈ {1, . . . , d}, soient ti ≥ 1 des entiers. Pour i ≤ d et j ≤ ti , on se donne également
des entiers ai j et bi j , strictement positifs. On a l’égalité

sup
mi1≥···≥mi ti

1≤i≤d

{∑d
i=1

∑ti
j=1 ai j mi j∑d

i=1
∑ti

j=1 bi j mi j

}
= max

1≤hi≤ti
1≤i≤d

{∑d
i=1

∑hi
j=1 ai j∑d

i=1
∑hi

j=1 bi j

}
, (2)

le sup dans le membre de gauche étant pris sur les entiers mi j ordonnés pour
1≤ i ≤ d par mi1 ≥ · · · ≥ mi ti et tels que mi1 6= 0.

3. Représentations et accouplements λ-adiques

L’étude de la représentation galoisienne adélique se ramène essentiellement à
l’étude des représentations `-adiques, grâce au résultat suivant dû à Serre.

Définition 3.1. Une famille de représentations (ρi )i∈I :GK→
∏

i∈I GL(Vi ) indexée
par un ensemble I , est dite indépendante si

(ρi )i∈I (GK )=
∏
i∈I

(ρi (GK )).

Les (ρi )i∈I sont presque indépendantes s’il existe une extension finie K ′/K telles
que les restrictions à GK ′ sont indépendantes.

Proposition 3.2 [Serre 1986c]. Les représentations `-adiques associées à une
variété abélienne A sur un corps de nombres K sont presque indépendantes.

Démonstration. C’est le théorème 1 de [Serre 1986c], cf. également [Serre 2013,
théorème 1 et paragraphe 3.1]. �

Cet énoncé se traduit concrètement en disant que, quitte à remplacer K par une
extension finie, pour tous premiers `1, `2 distincts, les extensions K(A[`∞1 ])/K et
K(A[`∞2 ])/K sont linéairement disjointes.

Nous utiliserons en parallèle les décompositions `-adiques et λ-adiques corres-
pondant aux types I et II ; ces décompositions s’écrivent pour tout ` au niveau des
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Q`-représentations V`(A) et pour ` assez grand (hors d’un ensemble fini de `) pour
les Z`-représentations T`(A).

Modules de Tate, représentations `-adiques et λ-adiques. Soit ` un premier quel-
conque. On considère, dans toute la suite de cette section 3, une variété abélienne
A/K géométriquement simple de type I ou II, telle que EndK (A) = EndK (A) et
telle que EndK (A) est un ordre maximal de D := EndK (A)⊗Z Q. Nous noterons
E le centre de D.

On a la décomposition suivante : O` =
∏
λ|`Oλ, où Oλ est l’anneau des entiers

du complété Eλ de E pour la place λ. En notant f (λ) := [Eλ :Q`] et e(λ) le degré
de ramification de λ|`, on a

∑
λ|` e(λ) f (λ)= e = [E :Q].

Le module de Tate `-adique, T`(A), est muni d’une action de O` et se décompose
en

T`(A)=
∏
λ|`

Tλ, où Tλ := T`(A)⊗O`
Oλ.

En inversant ` on obtient les espaces V`(A) et Vλ à partir de T`(A) et de Tλ :

V`(A) := T`(A)⊗Z` Q` et Vλ := Tλ⊗Oλ
Eλ.

La représentation `-adique étant OE -linéaire, elle se décompose diagonalement
selon les λ divisant ` en représentations λ-adiques (cf. [Ribet 1976, paragraphe II]) :

ρ`∞ =

(∏
λ|`

ρλ∞

)
: GK →

∏
λ|`

Aut(Tλ).

La représentation `-adique modulo ` étant OE/`OE -linéaire, elle se décompose
par réduction modulo ` diagonalement selon les λ en représentations λ-adiques :

ρ` =

(∏
λ|`

ρλ

)
: GK → AutO`/`O`

(A[`])=
∏
λ|`

AutOλ/`Oλ
(Tλ/`Tλ).

Nous noterons dans toute la suite Gλ le groupe de Galois correspondant à ρλ (il est
a priori à valeurs dans GL2h(Oλ/`Oλ)). La même chose vaut au niveau `-adique
et on sait (cf., par exemple, [Chi 1992, p. 319]) que ces représentations λ-adiques
sont munies naturellement d’un accouplement de Weil λ-adique provenant de
l’accouplement `-adique. Nous rappelons ceci dans le paragraphe suivant.

Accouplements `-adique et λ-adique. Nous supposons ici de plus que A est pola-
risée par une polarisation φ et que ` est un premier ne divisant pas deg(φ).

Rappelons la construction de l’accouplement λ-adique (cf. [Banaszak et al. 2006,
paragraphes 3 et 4], par exemple). On commence pour cela par l’accouplement de
Weil `-adique usuel :

φ`∞ : T`(A)× T`(A)→ Z`(1)= lim
←−−

µ`m .
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L’accouplement usuel de Weil est non dégénéré (modulo `n pour tout n≥ 1) car ` ne
divise pas deg(φ). De plus, si † désigne l’involution de Rosati sur End0(A) associée
à la polarisation définissant l’accouplement on aura φ`∞(ax, y)= φ`∞(x, a† y) pour
x, y ∈ T`(A) et a ∈O`.

Lemme 3.3. Notons O?
` le dual de O` pour la dualité donnée par la trace TrE`/Q`

.
Il existe un unique accouplement O`-linéaire, φ?`∞ : T`(A)× T`(A)→ O?

`(1), tel
que

TrE`/Q`
(φ?`∞)= φ`∞ .

Démonstration. Il s’agit essentiellement du lemme 3.1 de [Banaszak et al. 2006]
(cf. aussi [Deligne et al. 1982, Sublemma 4.7, p. 55]). Le preuve est la suivante : il
s’agit de vérifier que le morphisme

HomO`

(
T`(A)⊗O`

T`(A),O?
`

)
→ HomZ`

(
T`(A)⊗O`

T`(A),Z`
)
,

donné par la trace, est un isomorphisme. Or ces deux objets sont des Z`-modules
libres de même rang et la preuve du lemme 3.1 de [Banaszak et al. 2006] donne la
surjectivité. �

Hypothèse. On suppose dans la fin de ce paragraphe que ` est de plus non ramifié
dans E/Q, i.e., que O?

` =O`.

On a dans ce cas l’accouplement O`-linéaire φ?`∞ : T`(A)× T`(A)→ O`(1).
Par projection on construit alors l’accouplement λ-adique, Oλ-linéaire, de la façon
suivante :

φλ∞ : Tλ× Tλ→Oλ(1)

tel que φ?`∞(x, y)⊗ 1= φλ∞(x ⊗ 1, y⊗ 1).
Tout comme l’accouplement `-adique, l’accouplement λ-adique est Galois équi-

variant :
∀σ ∈ GK ,∀x, y ∈ Tλ, φλ∞(σ x, σ y)= φλ∞(x, y)σ ,

l’action de Galois à gauche se faisant via la représentation λ-adique, et à droite, via
le caractère cyclotomique `-adique usuel.

Nous noterons enfin φ0
`∞ et φ0

λ∞ les accouplements `-adiques et λ-adiques, définis
de manière similaires sur V`(A) et Vλ, à valeurs respectivement dans E` et Eλ. Ils
sont définis sans restriction pour tout `.

Galois pour les variétés de type I et II. Soit ` un premier quelconque.
Dans le cas de type I, les (Vλ, φ0

λ∞) fournissent des représentations irréductibles
symplectiques. Dans le cas de type II, on a une décomposition plus fine (cf. [Chi
1990; Milne 1999; Banaszak et al. 2006]) :

Vλ =Wλ(A)⊕Wλ(A),
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où (Wλ(A), φ0
λ∞|Wλ(A)) est maintenant irréductible symplectique. Cependant, comme

nous le détaillons plus loin, cette décomposition, dans le cas de type II, nécessite,
pour le nombre fini de premiers ` “ramifiés” pour l’algèbre de quaternions, d’étendre
les scalaires à une extension quadratique.

Nous avons Vλ :=Wλ(A)⊕Wλ(A) si A est de type II et nous posons Wλ(A) :=Vλ
si A est de type I. Autrement dit en notant d = 1 si A est de type I et d = 2 si A est
de type II, nous aurons toujours

Vλ =Wλ(A)d ,

et dans tous les cas, la représentation Wλ(A) est irréductible, symplectique et, lorsque
A est de type I (resp. de type II), le module V`(A) est isomorphe à

∏
λ Wλ(A) (resp.

à la somme de deux copies de ce produit). On pose ensuite dans tout les cas

Tλ(A) := Tλ ∩Wλ(A).

Définition 3.4. Nous noterons dans la suite Sex(A) l’ensemble fini des ` divisant
le degré de la polarisation fixée φ de A, des ` ramifiés dans OE et, dans le cas de
type II, des ` tels que l’algèbre de quaternions D est non décomposée en au moins
un λ|`.

Au niveau des Z`-modules, la décomposition perdure, au moins pour ` hors de
Sex(A). Nous rassemblons ces énoncés dans la proposition suivante.

Proposition 3.5. Soit Wλ(A) le Eλ-module galoisien symplectique défini ci-dessus,
qu’on identifie à un sous-module de V`(A).

(1) La représentation Wλ(A) est irréductible et symplectique.

(2) Si A est de type I, on a une décomposition V`(A)=
∏
λ|` Wλ(A), et si A est

de type II, V`(A)=
∏
λ|`(Wλ(A)⊕Wλ(A)). Toutefois, dans le cas de type II

et pour les premiers ramifiés de l’algèbre de quaternions, cette décomposition
ne s’obtient qu’après tensorisation par une extension quadratique de E.

(3) Pour ` /∈ Sex(A), on a une décomposition analogue pour les O⊗Z`-modules :
T`(A)=

∏
λ|` Tλ(A) si A est de type I, et T`(A)=

∏
λ(Tλ(A)⊕ Tλ(A)) si A

est de type II.

Démonstration. Pour A de type I, voir [Ribet 1976]. Pour A de type II, cet énoncé
est prouvé pour ` assez grand sur Q` dans [Chi 1990] et sur Z` dans [Banaszak
et al. 2006], le point essentiel étant l’identification de End0(A)⊗Q` à un produit
d’algèbres de matrices

∏
λ M2(Eλ), ce qui est possible justement quand ` n’est

pas ramifié. L’algèbre de quaternions est toujours déployée sur une extension
quadratique et l’on peut donc se ramener au cas précédent après tensorisation par
une telle extension ; plus précisément, en choisissant F extension quadratique de
E telle que D⊗E F ∼= M2(F) et en notant Fλ := Eλ⊗E F et V`⊗E F =

∏
λ Vλ,F ,
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chaque Vλ,F est un module sur D⊗E Fλ∼=M2(Fλ) et on peut alors imiter le procédé
décrit dans [loc. cit.]. Remarquons que la preuve sur Q` pour tout ` peut aussi être
extraite de [Milne 1999]. �

Définition 3.6. Définissons la dimension relative de A simple avec D := End0(A)
et E le centre de D, par la formule :

dimrel(A) := dim A
[E :Q]

√
[D : E]

.

Ainsi, si e= [E :Q], la dimension relative h d’une variété abélienne de dimension g
de type I (resp. de type II) est h = g/e (resp. h = g/(2e)).

On a alors dans le cas I et II une représentation irréductible symplectique de
dimension 2h, et une inclusion

H`,A ⊂
∏
λ|`

Sp(Wλ(A), φ0
λ∞)
∼=

∏
λ|`

Sp2h,Eλ,

qu’il convient de mettre en parallèle avec l’inclusion

Hdg(A)Q`
⊂ (ResE/Q Sp2h,E)Q`

.

Nous allons nous placer dans le cas générique où l’on a égalité dans les deux
inclusions précédentes (la première impliquant d’ailleurs la seconde puisque H`,A⊂
Hdg(A)Q`

). Le théorème suivant précise des conditions où l’on sait que l’égalité
voulue est toujours vraie.

Théorème 3.7 [Banaszak et al. 2006; Pink 1998; Hall 2011]. Soit A/K une variété
abélienne de type I ou II, de dimension relative h ; notons E le centre de End0(A).
Supposons de plus l’une des trois conditions suivantes réalisée :

(1) L’entier h est impair ou égal à 2.

(2) On a E = Q et h n’appartient pas à l’ensemble exceptionnel 6 défini par
l’équation (1).

(3) La variété abélienne A est de type I (resp. II) et possède une place de mau-
vaise réduction semi-stable avec dimension torique e (resp. avec dimension
torique 2e).

On a alors H`,A =
∏
λ Sp2h,Eλ .

Démonstration. Le résultat est démontré dans [Banaszak et al. 2006] sous l’hypo-
thèse de l’alinéa (1) (cf. [Lombardo 2016, Remark 2.25] pour le cas h = 2) ; le
résultat est démontré explicitement dans [Pink 1998] sous l’hypothèse de l’alinéa (2),
pour une variété abélienne de type I, mais on peut extraire de [Pink 1998] une preuve
pour le type II ; nous indiquons comment en appendice de cet article (cf. section 10).
Le résultat est démontré dans [Hall 2011] sous l’hypothèse de l’alinéa (3), pour
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une variété abélienne de type I vérifiant e = 1 ; nous indiquons en appendice de cet
article comment étendre les arguments de [Hall 2011] aux cas énoncés. �

Variantes λ-adiques modulo λn. On suppose ici que ` est un premier quelconque.
Soit n ≥ 1 un entier. On a par réduction modulo `n ,

A[`n
] = T`(A)⊗Z` Z/`nZ= T`(A)/`nT`(A).

De même par réduction modulo λn , on voit que

A[λn
] := Tλ⊗Oλ

Oλ/λn
= Tλ/λnTλ.

On pose ensuite

Tλ[λn
] := Tλ(A)⊗Oλ

Oλ/λn
= Tλ(A)/λnTλ(A).

En utilisant que `nOλ = λe(λ)n on voit que par réduction modulo `n on obtient :

A[`n
] = T`(A)/`nT`(A)=

∏
λ|`

Tλ/`nTλ,

et

Tλ(A)/`nTλ(A)= Tλ(A)⊗Oλ
Oλ/λe(λ)n

= Tλ[λe(λ)n
].

Soit πλ une uniformisante de λ dans Oλ (πλ = ` dans le cas non ramifié). Pour
tout entier n ≥ 0, les applications

in : Tλ[λn
] → Tλ[λn+1

], x mod λnTλ(A) 7→ πλx mod λn+1Tλ(A)

sont des morphismes, bien définis, injectifs. En prenant le système inductif qu’ils
forment, on note Tλ[λ∞] la limite.

Supposons dans la fin de ce paragraphe que ` est non ramifié. Dans ce cas le
O`/`nO`-module A[`n

] se décompose en le produit des Oλ/λn-modules Tλ[λn
]

dans le cas de type I, et, pour ` /∈ Sex(A), en le produit des Tλ[λn
]⊕ Tλ[λn

] dans le
cas de type II. De plus, par projection modulo `n (ou ce qui revient au même ici,
modulo λn), on obtient :

φλn : Tλ[λn
]× Tλ[λn

] →Oλ/`nOλ(1), qui vérifie φλn (`x, `y)= φλn+1(x, y)`.

Tout comme l’accouplement λ-adique, on voit par réduction modulo `n que les
accouplements φλn sont Galois équivariants, l’action de Galois à gauche se faisant
via la représentation λ-adique, et à droite, via le caractère cyclotomique `-adique
usuel.



1862 Marc Hindry et Nicolas Ratazzi

4. Modules isotropes

On considère dans ce paragraphe une variété abélienne A/K géométriquement
simple de type I ou II, telle que EndK (A)= EndK (A) et telle que EndK (A) est un
ordre maximal de EndK (A)⊗Z Q. Soit par ailleurs ` un premier et λ une place au
dessus de `. Notons πλ une uniformisante de λ. On suppose ici que ` est tel que la
condition suivante (qui exclut un nombre fini de premiers) est réalisée : on a un
accouplement bilinéaire alterné, non dégénéré sur Tλ(A) (qui est un Oλ-module
libre de rang 2h) et sur le Fλ-espace vectoriel Tλ[λ] = Tλ(A)/λTλ(A).

Définition 4.1. Soit H ⊂ Tλ[λ∞] un sous-groupe fini. Nous dirons que H est
totalement isotrope si pour tous points P, Q de H ⊂ Tλ[λn

], on a

φλn (P, Q)= 1,

où φλn désigne l’accouplement sur Tλ[λn
].

Notons que si H est totalement isotrope au sens précédent, alors son sous-groupe
des points de λ-torsion est totalement isotrope dans le Fλ-espace vectoriel Tλ[λ].
On retrouve avec cette définition les deux lemmes suivants dont les preuves se re-
prennent mot pour mot du paragraphe 3.1 de [Hindry et Ratazzi 2012] en remplaçant
Z par Oλ et ` par λ.

Lemme 4.2. Soit (e1, . . . , eh) une base d’un sous-Oλ-module isotrope maximal
H∞ de Tλ(A). Il existe un supplémentaire H ′

∞
isotrope maximal et une base

(eh+1, . . . , e2h) de celui-ci de sorte que dans la décomposition Tλ(A)= H∞⊕ H ′
∞

selon la base (e1, . . . , e2h), la forme symplectique s’écrit comme la forme canonique

J =
(

0 Ih

−Ih 0

)
.

Lemme 4.3. Soit n ≥ 1 et H ⊂ Tλ[λn
] un sous-groupe fini, totalement isotrope.

Notons prn : Tλ(A) → Tλ[λn
] la projection canonique modulo λn . Il existe un

sous-groupe totalement isotrope Hti de Tλ[λn
], contenant H et de même expo-

sant et il existe un sous-Oλ-module, H∞ de Tλ(A), totalement isotrope, tel que
prn(H∞)= Hti.

Remarque 4.4. Notons que dans [Hindry et Ratazzi 2012] la version correspon-
dante du lemme précédent ne mentionne pas que l’on peut choisir Hti de même
exposant que H . Toutefois la construction même de ce Hti fournie dans la preuve
du lemme 3.7 de [Hindry et Ratazzi 2012] donne immédiatement cette information
supplémentaire.
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5. Propriété µ, version λ-adique

On considère dans ce paragraphe une variété abélienne A/K géométriquement
simple de type I ou II, telle que EndK (A)= EndK (A) et telle que EndK (A) est un
ordre maximal de EndK (A)⊗Z Q. On suppose par ailleurs ici que ` /∈ Sex(A).

Propriété µ. Étant donné un sous-groupe H fini de Tλ[λ∞], nous introduisons à
présent l’invariant suivant :

m1(H) :=max
{
k ∈N | ∃n≥ 0, ∃P, Q ∈ H d’ordre `n, φλn (P, Q) est d’ordre `k}.

Dire que H est totalement isotrope équivaut à dire que m1(H)= 0. De plus on peut
noter que, sur la définition, il est évident que m1(H) est supérieur à la valeur m
suivante :

m(H) :=max
{
k ∈ N | ∃P, Q ∈ H d’ordre `k, φλk (P, Q) est d’ordre `k}.

Lorsque H est de la forme Tλ[λn
], nous allons montrer que

m1(Tλ[λn
])= m(Tλ[λn

])= n.

Définition 5.1. Nous appelons propriété µ pour une variété abélienne le fait d’avoir,
pour tout sous-groupe fini H ⊂ Tλ[λ∞], l’égalité à indice fini près, uniformément
en (`, H) :

K(µ`m1(H))� K(H)∩ K(µ`∞).

Propriété µ pour Tλ[λn]. Soit n ≥ 1 un entier. La propriété µ pour Tλ[λn
] découle

essentiellement formellement de la propriété µ pour A[`n
] et du fait que le multi-

plicateur multλ(ρλ(σ )) est χ`(σ ). Plus précisément, on sait que concernant l’image
de la représentation λ-adique résiduelle ρλ (à valeur dans Fλ), on a

Proposition 5.2. Soit A de type I ou II et pleinement de type Lefschetz. On a les
(presque) égalités suivantes, le produit portant sur les places λ au dessus de ` dans
l’anneau des entiers OE de E :

(1) [ρ`(GK ), ρ`(GK )]$
∏
λ|` Sp2h(Fλ)$ Sp2h(OE/`OE).

(2) ρλ(GK )$ {x ∈ GSp2h(Fλ) |mult(x) ∈ F×` }.

(3) [ρ`∞(GK ), ρ`∞(GK )]$ Hdg(A)(Z`)=
∏
λ|` Sp2h(Oλ).

(4) ρλ∞(GK )$ {x ∈ GSp2h(Oλ) |mult(x) ∈ Z×` }.

(5) ρ`∞(GK )$MT(A)(Z`)=
{
(xλ)∈

∏
λ|` GSp2h(Oλ) | ∀λ, ∃y∈Z×` ,mult(xλ)= y

}
.

Démonstration. L’hypothèse que A est de type Lefschetz signifie que Hdg(A)=
ResE/Q SpE,2h et MT(A)= Gm ResE/Q SpE,2h . L’hypothèse que A est pleinement
de Lefschetz signifie que l’image de Galois est d’indice fini dans MT(A)(Z`).
Comme nous l’expliquons en appendice (théorème 10.1), ceci entraîne que cet
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indice est borné indépendamment de `. En particulier l’indice de ρλ(GK )∩Sp2h(Fλ)

est borné indépendamment de `, disons par c. Observons maintenant que Sp2h(F`m )

ne possède pas de sous-groupe d’indice “petit” (ceci se voit en appliquant les
lemmes 2.5 et 2.13 de [Hindry et Ratazzi 2012]), c’est-à-dire que, pour `≥`0=`0(c),
un sous-groupe d’indice inférieur à c est égal au groupe Sp2h(Fλ) tout entier.
D’après le lemme 2.6 nous pouvons conclure que, pour ` ≥ `0, nous avons
[ρλ∞(GK ), ρλ∞(GK )] = Sp2h(Oλ). Ensuite en utilisant le fait que multλ(ρλ∞(σ ))=
χ`∞(σ ) et que le caractère cyclotomique est surjectif sur Z×` , toujours pour ` assez
grand, on conclut que ρ`∞(GK )$MT(A)(Z`), comme annoncé. Les autres égalités
s’en déduisent aisément. �

On peut déduire de ces considérations l’observation suivante concernant la
partie cyclotomique des extensions engendrées, valable pour A pleinement de type
Lefschetz, de type I ou II. On peut décrire la situation via la tour d’extensions
suivante :

K(A[`∞])

K(Tλ[λ∞])

Sp2h(Oλ)K(µ`∞)

Z×` K(Tλ[λ∞])∩ K(µ`∞)

K

Nous résumons cela dans le corollaire suivant.

Corollaire 5.3. Soit A de type I ou II, et pleinement de type Lefschetz. On a les
(presque) égalités suivantes :

K(Tλ[λ∞])∩ K(µ`∞)$ K(µ`∞),

On a le même résultat en niveau fini par réduction modulo `n .

Propriété µ pour H ⊂ Tλ[λn].

Proposition 5.4. Soit H un sous-groupe fini de Tλ[λ∞]. On a, uniformément en
(`, H), l’inégalité

[K(µ`m1(H)) :Q] � [K(H)∩ K(µ`∞) :Q].
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Démonstration. Soit x, y ∈ H deux points de même ordre `n tels que φλn (x, y) est
un élément d’ordre `m1(H). Montrons que l’extension K(x, y) contient “presque”
K(µ`m1(H)). Ces deux extensions sont des sous-K -extensions de K(Tλ[λn

]) et par la
description du groupe de Galois de K(Tλ[λn

])/K , on voit que le groupe de Galois
Gx,y de K(Tλ[λn

]) sur K(x, y) est donnée par la presque égalité suivante (valable
pour tout ` assez grand),

Gx,y $
{
ρλn (σ ) ∈ GSp2h(Oλ/`

nOλ) | σ ∈ GK , σ · x = x, σ · y = y,

et χ`n (σ ) ∈ (Z/`nZ)×
}
.

Soit donc σ ∈ GK tel que ρλn (σ ) ∈ Gx,y . On a

φλn (x, y)= φλn (ρλn (σ )(x), ρλn (σ )(y))= χ`n (σ )φλn (x, y).

On en déduit que χ`n (σ )−1 est un multiple de l’ordre de φλn (x, y) dans Oλ/`nOλ,
autrement dit que χ`n (σ )= 1 mod `m1(H). Or le groupe de Galois de K(Tλ[λn

]) sur
K(µ`m1(H)) est précisément constitué des ρλn (σ ) tels que χ`n (σ ) = 1 mod `m1(H).
On en déduit le résultat. �

Nous pouvons maintenant prouver la propriété µ proprement dite :

Proposition 5.5. En notant

δ(H) :=
(
Z×` :mult(G0(H))

)
, où G0(H)= Gal(K(A[λ∞])/K(H)),

on a, pour tout sous-groupe H fini de Tλ[λ∞], l’égalité à indice fini près, uniformé-
ment en (`, H),

[K(H)∩ K(µ`∞) : K ] � δ(H).

De plus, pour tout H sous-groupe fini de Tλ[λ∞], on a l’inclusion suivante, qui est
une égalité à un indice fini près uniformément en (`, H) :

K(H)∩ K(µ`∞)⊂ K(µ`m1(H)) et K(H)∩ K(µ`∞)� K(µ`m1(H)).

Démonstration. On a la presque égalité Gal(K(Tλ[λ∞])/K ) $ Gλ (introduit au
lemme 2.2). Le groupe de Galois Gal(K(Tλ[λ∞])/K(µ`∞)) s’identifie (c’est une
presque égalité) alors avec SGλ := Gλ ∩ Ker(mult). Alors K(H) ∩ K(µ`∞) est
la sous-extension fixée par le groupe U engendré par SGλ et G0(H). On voit
immédiatement que le noyau de Gλ −−→

mult Z×` →Z×` /mult(G0(H)) est le groupe U,
d’où le premier énoncé.

Passons maintenant à la seconde partie de la proposition. Commençons par
considérer H∞ un sous-groupe isotrope maximal de Tλ(A). Par le lemme 4.2, on peut
supposer que dans une décomposition Tλ(A)= H∞⊕ H ′

∞
la forme symplectique
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s’écrit comme la forme canonique J . On voit alors aisément que,

Gal
(
K(Tλ[λ∞])/K(H∞)

)
�

{
M =

(
I ∗
0 ∗

)
∈ GSp2h(Oλ)

∣∣∣mult(M) ∈ Z×`

}
=

{
M =

(
I S
0 α I

) ∣∣∣ α ∈ Z×` et S symétrique
}
.

D’après le lemme 2.2, le groupe engendré par ce dernier groupe et par le groupe
Sp2h(Oλ) $ Gal(K(Tλ[λ∞])/K(µ`∞)) est {x ∈ GSp2h(Oλ) | mult(x) ∈ Z×` } tout
entier. Ainsi K(H∞) ∩ K(µ`∞) � K. Si H est un sous-groupe fini de Tλ[λ∞]
totalement isotrope, dans ce cas le lemme 4.3 et ce qui précède nous permettent de
conclure : on a K(H)∩ K(µ`∞)� K.

Soit maintenant H un sous-groupe fini non isotrope de Tλ[λ∞]. Le groupe
[`m1(H)](H) est totalement isotrope. En effet si P et Q sont deux points d’ordre `n

dans H , alors, par définition de m1(H),

φλn−m1(H)(`
m1(H)P, `m1(H)Q)= φλn (P, Q)`

m1(H)
= 1.

En appliquant le lemme 4.3, on trouve donc un sous-groupe H ′ contenant [`m1](H)
de même exposant et il existe un sous-Oλ-module H∞ totalement isotrope de Tλ(A)
tel que, si, pour tout entier n ≥ 1, prn : Tλ(A)→ Tλ(A)/`nTλ(A)= Tλ[λn

] désigne
la projection canonique, on a

prrH
(H∞)= H ′.

Par le lemme 4.2, on peut supposer que dans une décomposition Tλ(A)= H∞⊕H ′
∞

la forme symplectique s’écrit comme la forme canonique J . Pour tout n ≥ 1, notons

Hn := prn(H∞)= H∞/H∞ ∩ `nTλ(A).

On a pour tout n ≥ 1, [`]Hn+1 = Hn . On peut donc poser

H∞ =
⋃
n≥1

Hn ⊂ Tλ[λ∞].

De plus, on voit que, dans K(Tλ[λ∞]), le groupe de Galois correspondant à H∞ est
le même que celui correspondant à H∞. On a

H ⊂ [`m1(H)]−1(H ′)= [`m1(H)]−1(HrH
)⊂ [`m1(H)]−1(H∞).

En considérant la multiplication par [`m1(H)] sur H∞, on en déduit (car H∞ est
`-divisible) que

H ⊂ H∞+ ker[`m1(H)] =: H̃∞,

où [`n
] est le morphisme de multiplication dans Tλ[λ∞]. Ainsi comme dans le cas

totalement isotrope, on se ramène à une situation où un lemme de groupe permet de
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conclure : le groupe de Galois Gal
(
K(Tλ[λ∞])/K(H̃∞)

)
n’est autre que (il s’agit

d’une égalité � à indice fini près){
M ∈GSp2h(Oλ) |mult(M)∈Z×` et ∀i≤g, Meg+i=eg+i mod `m1(H), Mei=ei

}
.

La même preuve que celle du corollaire 2.11 de [Hindry et Ratazzi 2012] donne
alors le résultat : le groupe engendré par Gal

(
K(Tλ[λ∞])/K(H̃∞)

)
et Sp2h(Oλ) est

(avec une égalité � à indice fini près){
M ∈ GSp2h(Oλ) |mult(M) ∈ Z×` et mult(M)≡ 1 mod `m1(H)

}
.

Notamment, on a,

K(H)∩ K(µ`∞)⊂ K(H̃∞)∩ K(µ`∞)⊂ K(µ`m1(H)),

la seconde inclusion étant aussi une égalité à indice fini près, i.e.,

K(H̃∞)∩ K(µ`∞)� K(µ`m1(H)).

La proposition 5.4 permet de conclure. �

6. Preuve du théorème principal pour H ⊂ A[`]

Soit A/K une variété abélienne sur un corps de nombres, telle que EndK (A)=
EndK (A). On commence par se ramener au cas `-adique (cf. [Hindry et Ratazzi 2010,
proposition 4.1]) grâce à la presque indépendance rappelée à la proposition 3.2 :

Proposition 6.1. Soit α > 0. Pour démontrer que γ (A) ≤ α, il suffit de montrer
que : il existe une constante strictement positive C(A/K ) ne dépendant que de A/K
telle que pour tout nombre premier `, pour tout sous-groupe fini H` de A[`∞], on a

Card(H`)≤ C(A/K )[K(H`) : K ]α. (3)

Remarque 6.2. Rappelons que l’on a supposé que la variété abélienne A/K est
telle que EndK (A)= EndK (A). Concernant notre question de borne sur la torsion,
ceci nous permet de supposer que le groupe fini H ⊂ A[`n

] est en fait un EndK (A)-
module. En effet : notons HE le EndK (A)-module engendré par H et supposons
que l’on ait pour HE une inégalité de la forme suivante, uniformément en (`, H),

|HE | � [K(HE) : K ]α.

On a donc |H | � [K(HE) : K ]α car H est inclus dans HE . Mais EndK (A) =
EndK (A), donc si x ∈ H et f ∈ EndK (A) alors f (x) est encore un point de A
qui est K(H) rationnel, donc K(H) = K(HE). En particulier ceci implique que
|H | � [K(H) : K ]α comme annoncé.
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Nous nous plaçons dans toute la suite de ce paragraphe dans la situation particu-
lière d’une variété abélienne A définie sur K , géométriquement simple de type I ou II,
qui est pleinement de type Lefschetz. Nous supposerons de plus que ` /∈ Sex(A)
de sorte à pouvoir appliquer les techniques développées dans les paragraphes
précédents. Enfin nous prenons le cas particulier d’une situation horizontale d’un
sous-groupe H de A[`] (en particulier il s’agit d’un F`-espace vectoriel). Par la
remarque précédente, nous pouvons même supposer que H est un OE/`OE -module.
Nous avons la décomposition suivante :

H =
{∏

λ|` H [λ] ⊂
∏
λ|` Tλ[λ] (Type I),∏

λ|` H [λ]⊕ H [λ] ⊂
∏
λ|` Tλ[λ]⊕ Tλ[λ] (Type II).

On sait par la proposition 5.2 que pour tout ` on a,

ρλ(GK )$
{

M ∈ GSp2h(Fλ) |mult(M) ∈ F×`

}
.

Dans notre situation les H [λ] ⊂ Tλ[λ] sont des Fλ-espaces vectoriels. Rappe-
lons que l’on a, uniformément en (`, H), l’égalité à indice fini près δ(H [λ]) �
[K(H [λ])∩ K(µ`) : K ]. On obtient ainsi :

Lemme 6.3. Si H [λ] est inclus dans un sous-espace totalement isotrope du Fλ-
espace vectoriel Tλ[λ] alors, uniformément en (`, H), on a δ(H [λ]) � 1. Sinon
δ(H [λ])� `.

Lemme 6.4. Uniformément en (`, H), on a

δ(H [λ])� (F×` :mult(G0(H [λ]))), où G0(H [λ])= Gal(K(Tλ[λ])/K(H [λ])).

On a de plus

[K(H [λ]) : K ]$ (ρλ(GK ) : G0(H [λ]))$ δ(H [λ])(Sp2h(Fλ) : G(H [λ])).

Démonstration. Pour le premier point, on a Gal(K(Tλ[λ])/K )$ρλ(GK ). Le groupe
de Galois Gal(K(Tλ[λ])/K(µ`)) est alors presque égal à

SGλ := ρλ(GK )∩Ker(mult).

Alors K(H [λ])∩ K(µ`) est la sous-extension fixée par le groupe U engendré par
SGλ et G0(H [λ]). On voit immédiatement que le noyau de ρλ(GK )−−→

mult F×` →

F×` /mult(G0(H [λ])) est le groupe U . Pour le second point : la première égalité
est donnée par la théorie de Galois car on a que Gal(K(Tλ[λ])/K )$ ρλ(GK ). La
seconde égalité est une chasse au diagramme facile. �

Notons dλ la dimension de H [λ] sur Fλ et (e1, . . . edλ) une base que l’on complète
en une base (e1, . . . , e2h) de Tλ[λ]. On définit

G(H [λ])=
{

M ∈ Sp2h(Fλ) | Mei = ei , 1≤ i ≤ dλ
}
.
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Notons (ê1, . . . , ê2h) une base de Tλ(A) relevant la base sur Fλ. Introduisons
maintenant le groupe algébrique sur Oλ suivant :

G1 :=
{

M ∈ Sp2h | Mêi = êi , 1≤ i ≤ dλ
}
.

On voit que
G(H [λ])=

{
M ∈ Sp2h(Fλ) | M ∈ G1 mod λ

}
.

Par changement de base symplectique sur Fλ, G1 est conjugué sur Fλ à l’un des
groupes Pr,s introduits précédemment. En posant G = Sp2h , et en rappelant que
Card(Fλ)= ` f (λ), on voit que, d’après lemme 2.3 on a

[K(H [λ]) : K ] � `m(H [λ])` f (λ) codim Prλ,sλ ,

où (rλ, sλ) (avec éventuellement sλ = 0) est le couple correspondant à H [λ].
Utilisant le lemme 6.3, le théorème 6.6 de [Hindry et Ratazzi 2010] s’adapte

immédiatement (cf. la proposition 7.3 ci-après) pour donner :

Proposition 6.5. Avec les notations précédentes, uniformément en (`, H), on a

`m(H)
� [K(H)∩ K(µ`) : K ] �max

λ|`
`m(H [λ])

et
[K(H) : K(µ`m(H))] �

∏
λ|`

[K(H [λ]) : K(µ`m(H [λ]))].

Cas totalement décomposé. Nous supposons ici que ` /∈ Sex(A) est totalement
décomposé dans OE . Notre situation est alors la suivante :

H=
{ ∏

λ|` H [λ] ⊂
∏
λ|` Tλ[λ] et ρ` =

∏
λ|` ρλ (Type I),∏

λ|`H [λ]⊕H [λ] ⊂
∏
λ|` Tλ[λ]⊕Tλ[λ] et ρ` =

∏
λ|` ρλ⊕ρλ (Type II).

De plus
Gal(K(A[`])/K(µ`))=

∏
λ|`

Gal(K(Tλ[λ])/K(µ`)).

Du point du vue combinatoire, les formules sont identiques à celles d’un produit de
variétés abéliennes de type GSp2h et, les résultats du paragraphe précédent nous
indiquent que la combinatoire n’est finalement autre que celle d’un produit de e
variétés abéliennes de type GSp2h , deux à deux non isogènes. Nous pouvons donc
directement en déduire la valeur de l’exposant γ (A).

Définition 6.6. Nous noterons dans la suite : d = 1 si A et de type I et d = 2 si A
est de type II.

Les calculs de [Hindry et Ratazzi 2012, paragraphes 4.1 et 6.2] donnent dans ce
cas :

γ (A)= sup
I⊂{1,...,e}

2
∑

λ∈I dh
1+ (2h2+ h)|I |

.
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Ce sup se calcule aisément (le max est atteint pour I = {1, . . . , e}) et on trouve
donc

γ (A)=
2dhe

1+ (2h2+ h)e
=

2 dim A
1+ dim ResE/Q Sp2h

=
2 dim A

dim MT(A)
.

Cas général. Nous ne supposons plus désormais que ` est totalement décomposé,
la combinatoire qui résulte est donc différente et il faut dans ce cadre général la
refaire explicitement (ceci contient d’ailleurs le cas du sous-paragraphe précédent).
On a

H [λ] = (Oλ/λ)rλ+sλ avec sλ = 0⇐⇒ H [λ] est inclus dans un Lagrangien.

De plus on a, quitte à réordonner,

0≤ sλ ≤ rλ ≤ h, où 2h = dimFλ Tλ[λ],∑
λ|`

f (λ)= [E :Q] = e et dhe = g = dim A,

où l’on note comme précédemment d = 1 si A est de type I et d = 2 si A est de
type II.

On obtient finalement, sous les conditions précédentes, la valeur suivante pour
le cardinal de H :

Card(H)= `d
∑
λ|` f (λ)(rλ+sλ).

Le degré de l’extension [K(H) :K ] dépend selon que les H [λ] sont ou non inclus
dans des Lagrangiens. Si l’un des H [λ] n’est pas inclus dans un Lagrangien alors
nous obtenons

[K(H) : K ] � `1+
∑
λ|` f (λ) codim Prλ,sλ .

Si par contre tout les H [λ] sont inclus dans un Lagrangien alors nous obtenons

[K(H) : K ] � `
∑
λ|` f (λ) codim Prλ,0 .

Il reste à interpréter le quotient de l’exposant de ` du Card(H) par celui de [K(H) :K ]
pour conclure : c’est l’objet du paragraphe combinatoire suivant.

Combinatoire. Comme précédemment on note d = 1 si A est de type I et d = 2 si
A est de type II. Nous sommes ramenés à calculer la quantité :

1
d
γ :=max

rλ,sλ

∑
λ|` f (λ)(rλ+ sλ)

δ+
∑

λ|` f (λ) codim Prλ,sλ

où le maximum est pris pour 0≤ sλ ≤ rλ ≤ h et δ vaut 0 (resp. 1) si tous les sλ sont
nuls (resp. si l’un des sλ est non nul).
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Proposition 6.7. Soit γ = γ (A) défini ci-dessus ; alors

γ =
2dhe

1+2eh2+he
=

2 dim A
dim MT(A)

.

Nous donnons ci-dessous, dans le cas particulier de la proposition ci-dessus, une
preuve via les interpolateurs de Lagrange. Un argument combinatoire différent, sera
donné plus loin dans le cas général de la preuve du lemme 7.5, l’argument suivant
n’est donc pas indispensable mais a l’avantage d’être assez direct.

Remarques. (1) On peut réécrire, pour Pr,s ⊂ Sp2g :

codim Pr,s = 2g(r + s)− rs−
(r2
+s2

2

)
+

r+s
2
=

(
2g+ 1

2
−

r+s
2

)
(r + s).

On observe en particulier que la dimension ou codimension de Pr,s ne dépend
que de r + s.

(2) Nous allons devoir étudier le sens de variation d’une fraction rationnelle de
la forme

f (x)=
a− x

A− x(x − 1)/2

dont la dérivée s’écrit

f ′(x)=−2
(x − a)2+ 2A+ a− a2

(2A− x(x − 1))2

et est donc décroissante dès que 2A+ a ≥ a2.

Démonstration de la proposition 6.7. La preuve consiste à appliquer le calcul
différentiel à la fonction de variables (r , s) := (rλ, sλ)λ|` dont on veut évaluer le
maximum :

ψ(r , s) :=
N (r , s)
D(r , s)

:=

∑
λ|` f (λ)(rλ+ sλ)

δ+
∑

λ|` f (λ) codim Prλ,sλ

(nous écrivons la fonction sous la forme “Numérateur/Dénominateur= N/D”). Com-
mençons par traiter le cas où tous les sλ sont nuls. Les différentielles des deux
fonctions N et D s’écrivent

∂N = ( f (λ))λ|` et ∂D =
(

f (λ)
(
2h− rλ+ 1

2

))
λ|`
.

Le théorème de Lagrange indique que, en un maximum de N/D, ces deux différen-
tielles sont proportionnelles, donc 2h− rλ+ 1

2 est constant, ou encore, rλ = 2h− κ
(avec h ≤ κ ≤ 2h). On obtient alors

N
D
=

2he−κe
2
∑

λ|` f (λ)h2+he−eκ(κ−1)/2
=

2h−κ
2h2+h−κ(κ−1)/2

.
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La fonction à droite est décroissante avec κ et donc majorée par la valeur en κ = h,
c’est-à-dire 2/(3h+ 3) (noter que κ ≥ h).

On traite ensuite le cas général (avec l’un des sλ non nul), on pose donc

N :=
∑
λ|`

f (λ)(rλ+ sλ), D := 1+
∑
λ|`

f (λ)(rλ+ sλ)
(

2h+ 1
2
−

rλ+sλ
2

)
.

Le théorème de Lagrange indique maintenant que, en un maximum de N/D, on
aura sλ+ rλ = 2h− κ , avec maintenant 0≤ κ ≤ 2h. En reportant on obtient :

N
D
≤

e(2h−κ)
1+2

∑
λ|` f (λ)h2+eh−eκ(κ−1)/2

=
2h−κ

1/e+2h2+h−κ(κ−1)/2
.

Cette dernière fonction est décroissante en κ donc majorée par la valeur en κ = 0,
ce qui donne au final :

ψ ≤max
{ 2

3(h+1)
,

2he
1+2eh2+eh

}
=

2he
1+2eh2+eh

.

Observons que κ = 0 correspond à rλ+ sλ = 2h donc à rλ = sλ = h. En considérant
donc le cas rλ = sλ = h, on obtient

ψ =
2he

1+2h2e+he
. �

7. Cas d’un groupe H quelconque

Dans ce paragraphe nous allons donner une preuve du résultat principal (théorème
1.14). Rappelons que l’on a supposé que la variété abélienne A/K est un produit∏d

i=1 Ani
i de variétés abéliennes simples, chacune de type I ou II et chacune pleine-

ment de type Lefschetz. Nous avons déjà indiqué que l’on peut supposer de plus que
pour tout i , les Ai sont telles que EndK (Ai ) = EndK (Ai ) et telles que EndK (Ai )

est un ordre maximal dans EndK (Ai )⊗Z Q.

Définition 7.1. Avec la notation de la définition 3.4, nous noterons dans la suite
Sex =

⋃d
i=1 Sex(Ai ).

Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que ` /∈ Sex.
Soit H un sous-groupe fini de A[`∞]. Par le paragraphe 4.2 de [Hindry et Ratazzi

2010], on peut supposer que H s’écrit sous la forme H =
∏d

i=1 H ni
i . De plus, par

la remarque 6.2, nous pouvons supposer que chaque Hi est un O`,i -module, inclus
dans un Ai [`

n
] pour n convenable (où l’on note O`,i le tensorisé par Z` de End(Ai )).

Notons

I` :=
{
(λ, i) | i ∈ {1, . . . , d},

et λ une place du centre de End(Ai )⊗Q au-dessus de `
}
.
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Pour (λ, i) ∈ I`, posons Oλ,i la composante λ-adique de O`,i et posons Xλ,i le
morceau de Hi correspondant à λ. Dans le cas de type II, Xλ,i se décompose à
son tour en deux copies isomorphes : Xλ,i = Hλ,i ⊕ Hλ,i . Dans le cas de type I,
on pose Hλ,i := Xλ,i . Avec des notations évidentes, les Hλ,i sont des Oλ,i/`nOλ,i -
sous-modules de Tλ,i [λn

]. On a finalement la décomposition suivante de H :

H =
∏

(λ,i)∈I`

Xni
λ,i .

En tant que groupe on sait que pour (λ, i) ∈ I`,

Oλ,i/`nOλ,i = (Z/`nZ) f (λ) et Tλ,i [λn
] = (Z/`nZ)2hi f (λ).

On sait également que, uniformément en ` et λ, on a,

ρAi ,λ∞
(GK )$

{
M ∈ GSp2hi

(Oλ,i ) |mult(M) ∈ Z×`

}
.

Dans tous les cas on obtient ainsi une égalité à indice fini près, en réduisant
modulo `n .

Soit donc Hλ,i un sous-groupe fini de Tλ,i [λ∞]. On pose

G0(Hλ,i ) :=
{

M ∈ GSp2hi
(Oλ,i ) |mult(M) ∈ Z×` , et ∀x ∈ Hλ,i , Mx = x

}
,

et G(Hλ,i ) := G0(Hλ,i ) ∩ Sp2hi
(Oλ,i ). Comme Oλ,i/`nOλ,i -module et comme

groupe abstrait, Hλ,i est de la forme

Hλ,i '
2hi∏
j=1

Oλ,i/`m jOλ,i '
2hi∏
j=1

(Z/`m j Z) f (λ),

où nous sous-entendons, pour ne pas alourdir plus que de raison les notations, que
les nombres m j dépendent également de (λ, i).

Notons e1
(λ,i), . . . , e2hi

(λ,i) un système de générateurs (en tant que Oλ,i/`nOλ,i -
module) ; les e j

(λ,i) étant d’ordre respectifs `m j . Notons de plus {ê1
(λ,i), . . . , ê2hi

(λ,i)}

une base du Oλ,i -module libre Tλ,i := Tλ(Ai ) relevant la famille {e j
(λ,i)}, i.e., telle

que e j
(λ,i) = ê j

(λ,i) mod `m j pour tout j . On a

G(Hλ,i )=
{

M ∈ Sp2hi
(Oλ,i ) | Mê j

(λ,i) = ê j
(λ,i) mod `m j , 1≤ j ≤ 2hi

}
.

Lemme 7.2. Notons δ(Hλ,i ) :=
(
Z×` : mult(G0(Hλ,i ))

)
. Uniformément en (`, H),

on a alors

[K(Hλ,i ) : K ] � (ρAi ,λ∞
(GK ) : G0(Hλ,i ))� δ(Hλ,i )(Sp2hi

(Oλ,i ) : G(Hλ,i )).

Démonstration. Comme le lemme 6.4. �
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Quitte à renuméroter on peut supposer que les exposants m j (correspondants
aux e j

(λ,i)) sont ordonnés dans l’ordre décroissant : m1 ≥ · · · ≥ m2hi . On pose alors

m1
:=max{mi | mi 6= 0} et par récurrence mr+1

=max{mi | mi < mr
}.

On obtient ainsi une suite strictement décroissante m1 > · · · > mtλ,i ≥ 1 (avec
tλ,i ≤ 2hi ). Le groupe Hλ,i est isomorphe à

∏tλ,i
j=1(Z/`

m j
Z) f (λ)aj , les aj dépendants

de (λ, i). On définit ensuite pour tout 1≤ r ≤ tλ,i , les sous-ensembles emboités

Ir = { j ∈ {1, . . . , 2hi } | m j ≥ mr
} de cardinal |Ir | =

r∑
j=1

aj .

Introduisons maintenant la suite croissante de groupes algébriques sur Oλ,i suivants :

∀1≤ r ≤ tλ,i , Gr,(λ,i) :=
{

M ∈ Sp2hi
| Mê j

(λ,i) = ê j
(λ,i) ∀ j ∈ Itλ,i+1−r

}
.

On voit que

G(Hλ,i )=
{

M ∈ Sp2hi
(Oλ,i ) | ∀1≤ r ≤ tλ,i on a M ∈ Gr,(λ,i) mod `mt

λ,i+1−r }
.

Par changement de base symplectique sur Fλ, le couple (λ, i) étant fixé, chacun des
G j,(λ,i) est conjugué sur Fλ à l’un des groupes Pr,s introduits au paragraphe 2. En
posant G = Sp2hi

, on voit que, avec les notations du lemme 2.3, on a

G(Hλ,i )= H(m1, . . . ,mtλ,i ).

On va donc pouvoir appliquer le lemme 2.3.

Cas d’un morceau Hλ,i . Le couple (λ, i) étant fixé nous renoterons dans ce para-
graphe t := tλ,i afin de soulager un peu les notations. On peut appliquer le lemme 2.3,
uniformément en (`, H), on a :

(Sp2hi
(Oλ,i ) : G(Hλ,i ))� `

∑t
j=1 f (λ) codim(G j,(λ,i))(mt+1− j

−mt+1−( j−1)),

où l’on a posé mt+1
= 0 et où codim(G j,(λ,i)) est la codimension de G j,(λ,i)

dans Sp2h j
. Les groupes algébriques G j,(λ,i) étant conjugués sur Fλ aux Pr,s (avec

éventuellement s = 0), codim(G j,(λ,i)) est également la codimension du groupe
Prj ,sj correspondant. Par ailleurs, la suite des (G j,(λ,i))j étant croissante, (λ, i) étant
fixé, la suite des (Prj ,sj )j l’est également. Ceci se traduit par

rj ≥ rj+1 et sj ≥ sj+1 pour tout j.

Il nous reste à calculer la valeur de δ(Hλ,i ) (ou plutôt une minoration de δ(Hλ,i )).
Soit donc h ∈ {0, . . . , t} maximal tel que sh ≥ 1 (on pose h= 0 si si = 0 pour tout i).
On a donc

s1≥ · · ·≥ sh = 1> 0= sh+1=· · ·= st et Pr1,s1 ⊂· · · Prh ,sh ⊂ Prh+1,0 ⊂· · ·⊂ Prt .
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Posons
δ1 = · · · = δh = 1 et δh+1 = · · · = δt = 0.

Posons mt+1
= 0. On voit (il s’agit d’une somme télescopique) que

mt+1−h
= mt+1−h

−mt+1
=

t∑
j=1

(mt+1− j
−mt+1−( j−1))δj .

Or Prh ,sh (avec sh ≥ 1) correspond au groupe Gh,(λ,i) lui même associé à l’ensemble
It+1−h . Il correspond donc à un morceau de Hλ,i sur lequel on voit qu’il existe P, Q
d’ordre `mt+1−h

tel que l’accouplement de Weil de `mt−h
P et `mt−h

Q est une racine
primitive `-ème de 1. Ceci se traduit en disant que

δ(Hλ,i )≥ φ(`mt+1−h
)� `mt+1−h

,

ceci restant valable pour h = 0. Nous obtenons ainsi la minoration

[K(Hλ,i ) : K ] � `
∑t

λ,i
j=1(m

t
λ,i+1− j

−mt
λ,i+1−( j−1)

)(δj+ f (λ) codim Prj ,sj ).

De plus, pour tout entier k ∈ {1, . . . t},

rt+1−k + st+1−k = |Ik | =

k∑
j=1

aj .

Invariant γ (A) pour H ⊂ A[`∞]. Nous sommes ici dans la situation présentée
au début de cette section avec H =

∏
(λ,i)∈I` Xλ,i . Avec les notations introduites

dans le cas d’un Hλ,i (i.e., au paragraphe précédent, page 1874), on peut, pour tout
(λ, i) ∈ I`, écrire

Hλ,i =
2hi∏
j=1

(Z/`m j Z) f (λ)
=

tλ,i∏
j=1

(Z/`m j
Z)aj f (λ),

où (m j ) j≥1 est une suite strictement décroissante (le couple (λ, i) étant fixé).
Nous allons utiliser un résultat galoisien que nous avons démontré dans [Hindry

et Ratazzi 2010]. Dans le théorème 6.6 de [Hindry et Ratazzi 2010] nous donnons
une preuve pour A =

∏
i Ai et avec Mi = T`(Ai ) (cf. notations ci-dessous). En fait

la même preuve reprise mot pour mot donne :

Proposition 7.3. Soient T`(A)=
⊕

j∈J Mαj
j une décomposition de Z`-modules ga-

loisiens vérifiant les deux propriétés suivantes (où Mj [`
∞
] désigne

⋃
n Mj/`

n Mj ) :

(1) Pour tout j ∈ J et tout groupe fini Hj ⊂ Mj [`
∞
], il existe wj = wj (Hj ) tels

qu’on a, uniformément en (`, Hj ),

K(Hj )∩ K(µ`∞)� K(µ`wj ).
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(2) Uniformément en `, on a l’identité

Gal(K(A[`∞])/K(µ`∞))�
∏
j∈J

Gal(K(Mj [`
∞
]))/K(µ`∞)).

Alors si w := maxwj , pour tout groupe fini H =
∏

j Hj ⊂ A[`∞], uniformément
en (`, H) on a, K(H)∩ K(µ`∞)� K(µ`w) et

[K(H) : K(µ`w)] �
∏
j∈J

[K(Hj ) : K(µ`wj )].

Nous allons appliquer ceci avec l’ensemble J = I`, et pour j = (λ, i) ∈ I`, avec
Mj = Tλ,i (Ai ), ainsi que αj = ni si Ai est de type I et αj = 2ni si Ai est de type II.
Enfin nous l’utiliserons avec Hj = Hλ,i .

Par le lemme 7.2 on a

[K(Hλ,i ) : K ] � δ(Hλ,i )(Hdg(Ai )(Z`) : G(Hλ,i )).

Or on sait que dans notre situation on a uniformément en (`, H) :

Gal(K(Ai [`
∞
])/K(µ`∞))�

∏
(λ,i)∈I`

Gal(K(Tλ,i [λ∞])/K(µ`∞)).

On peut appliquer la proposition 7.3 et on obtient, uniformément en (`, H),

[K(H) : K ] � δ(H)
∏

(λ,i)∈I`

(Sp2hi
(Oλ,i ) : G(Hλ,i )).

Notons cdk
(λ,i) la codimension du groupe algébrique Gk,(λ,i). Dans la situation

d’un Hλ,i fixé nous avions introduit au paragraphe précédent des notations

m j et aj , 1≤ j ≤ 2hi , ainsi que mr , 1≤ r ≤ tλ,i .

Afin de rendre claire les diverses dépendances nous utiliserons ci-dessous les
notations un peu plus lourdes suivantes en lieu et place des précédentes :

m j (λ, i) et aj (λ, i), 1≤ j ≤ 2hi , ainsi que mr
λ,i , 1≤ r ≤ tλ,i .

Les calculs effectués dans le cas d’un Hλ,i nous donnent, uniformément en (`, H),(
Hdg(A)(Z`) : G(H)

)
� exp

( ∑
(λ,i)∈I`

tλ,i∑
k=1

f (λ) cdk
(λ,i)(m

tλ,i+1−k
λ,i −m

tλ,i+1−(k−1)
λ,i ) log `

)
.

De plus, il existe un (λ1, i1) tel que δ(H)= δ(Hλ1,i1). Quitte à renuméroter on peut
supposer que i1 = 1. On note alors (δ(λ1)j )j la suite de 0 et de 1 relative à δ(Hλ1,1)
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définie au paragraphe précédent. On a, uniformément en (`, H),

δ(H)� exp
(tλ1,1∑

j=1

(m
tλ1,1+1− j
λ1,1 −m

tλ1,1+1−( j−1)
λ1,1 )δ(λ1) j log `

)
.

On pose par ailleurs δ(λ)j = 0 pour tout j si (λ, i) 6= (λ1, 1). Avec ces notations, on
trouve en suivant les calculs du cas d’un Hλ,i , la minoration suivante (au sens�,
uniformément en (`, H)) pour [K(H) : K ] :

exp

( ∑
(λ,i)∈I`

tλ,i∑
j=1

m j
λ,i

[(
δ(λ)tλ,i+1− j − δ(λ)tλ,i+1−( j−1)

)
+ f (λ)

(
cd

tλ,i+1− j
(λ,i) − cd

tλ,i+1−( j−1)
(λ,i)

)]
log `

)
,

et

|H | = exp
( ∑
(λ,i)∈I`

ni di

tλ,i∑
j=1

m j
λ,i f (λ)aj (λ, i) log `

)
,

où di vaut 1 (respectivement 2) si Ai est de type I (respectivement de type II) et où
l’on rappelle que A =

∏d
i=1 Ani

i .
Notons

b j
λ,i := (δ(λ)tλ,i+1− j − δ(λ)tλ,i+1−( j−1))+ f (λ)(cd

tλ,i+1− j
λ,i − cd

tλ,i+1−( j−1)
λ,i ),

et posons de plus

a j
λ,i := ni di aj (λ, i).

Avec ces notations, on aura donc, uniformément en (`, H), l’inégalité |H | �
[K(H) : K ]γ si

γ ≥max

∑
(λ,i)∈I`

∑tλ,i
j=1 m j

λ,i f (λ)a j
λ,i∑

(λ,i)∈I`

∑tλ,i
j=1 m j

λ,i b
j
λ,i

,

le max étant pris sur les m1
λ,i ≥ · · · ≥ m

tλ,i
λ,i pour (λ, i) ∈ I`.

Ainsi, en invoquant le lemme combinatoire (lemme 2.7) et en suivant les notations
et calculs du cas d’un Hλ,i , on voit que l’inégalité |H | � [K(H) : K ]γ est vraie
uniformément en (`, H), si

γ ≥max

∑
(λ,i)∈I` ni di f (λ)(r(λ, i)tλ,i+1−hλ,i + s(λ, i)tλ,i+1−hλ,i )

δ(λ1)tλ1,1+1−hλ1,1
+
∑

(λ,i)∈I` f (λ) codim Pr(λ,i)t
λ,i+1−h

λ,i
,s(λ,i)t

λ,i+1−h
λ,i

.
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Ce dernier max se réécrit sous la forme

max
1≤rλ,i

0≤sλ,i≤rλ,i≤hi

∑
(λ,i)∈I` ni di f (λ)(rλ,i + sλ,i )

δ+
∑

(λ,i)∈I` f (λ)(rλ,i + sλ,i )
(
2hi −

1
2(rλ,i + sλ,i − 1)

) ,
et où en reprenant la définition de δ(λ1)tλ1,1+1−hλ1,1

on voit que δ = 0 si tout les sλ,i
sont nuls et δ = 1 si l’un des sλ,i est non nul.

Il y a en fait deux évaluations à faire selon que δ = 1 ou que δ = 0.

1. Si δ = 1 alors le max à évaluer se réécrit naturellement sous la forme suivante :

max
1≤xλ,i≤2hi

∑
(λ,i)∈I` mi di f (λ)xλ,i

1+
∑

(λ,i)∈I` f (λ)xλ,i
(
2hi −

1
2(xλ,i − 1)

) .
Posons

ρ1(x) :=

∑
(λ,i)∈I` mi di f (λ)xλ,i

1+
∑

(λ,i)∈I` f (λ)xλ,i
(
2hi −

1
2(xλ,i − 1)

) .
On rappelle que l’on veut comparer ρ1(x) avec la quantité

α(A) := max
I⊂{1,...,r}

2
∑

i∈I mi gi

1+
∑

i∈I 2ei h2
i + ei hi

.

Lemme 7.4. Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on a α(A)≥ (mi di )/(hi + 1).

Démonstration. C’est un calcul immédiat. �

Lemme 7.5. On a max
1≤xλ,i≤2hi

ρ1(x)≤ α(A).

Démonstration. L’inégalité ρ1(x)≤ α(A) se réécrit

∑
(λ,i)∈I`

f (λ)
[
x2
λ,i −

(
4hi + 1− 2mi di

α(A)

)
xλ,i

]
≤ 2.

Par le lemme précédent, on voit dans la somme dans le membre de gauche de
l’inégalité, que les indices tels que xλ,i ≤ 2hi − 1 contribuent via un terme négatif
à la somme. Autrement dit, la valeur ρ1(x)−α(A) est maximale quand pour tout
les indices on a xλ,i = 2hi . Mais dans ce cas, en utilisant que∑

λ place de End(Ai )⊗Z`

f (λ)= ei ,
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on a

ρ1(2hi , . . . , 2hi )−α(A)≤ 0⇐⇒
∑

(λ,i)∈I`

f (λ)
[
4h2

i −

(
4hi + 1− 2mi di

α(A)

)
2hi

]
≤ 2

⇐⇒

r∑
i=1

(
−4h2

i − 2hi +
4mi hi di
α(A)

)∑
λ

f (λ)≤ 2

⇐⇒

r∑
i=1

(
−4h2

i ei − 2hi ei +
4mi hi ei di
α(A)

)
≤ 2

⇐⇒
2 dim A

dim MT(A)
≤ α(A).

La dernière assertion de la série d’équivalences est vraie, ce qui conclut. �

2. Si δ= 0 alors dans ce cas un calcul du même type (plus facile) permet également
de conclure.

8. Petites valeurs de ` exceptionnelles

Dans ce paragraphe nous indiquons quelles modifications apporter pour les
valeurs exceptionnelles de ` (en nombre fini). On se place dans le cadre d’une
variété abélienne géométriquement simple A/K de type I ou II et pleinement de
type Lefschetz, telle que EndK (A)= EndK (A) et telle que EndK (A) est un ordre
maximal de D := EndK (A)⊗Z Q. Nous notons E le centre de D et nous notons
enfin φ : A→ A∨ une polarisation fixée avec A (les diverses constantes intervenant
dépendant de A, dépendent aussi du degré de cette polarisation).

Notons que, dans le cas où nous nous sommes placés (pleinement de type
Lefschetz), on sait que la conjecture de Mumford–Tate est vraie, donc que l’on a
l’inclusion suivante qui est une égalité à indice fini près (dépendant éventuellement
de ` mais peu importe ici car on travaille uniquement avec un nombre fini de valeurs
de `) :

ρλ∞(GK )⊂ {x ∈ GSp2h(Oλ) |mult(x) ∈ Z×` }.

Nous indiquons dans ce qui suit les petites modifications à faire pour pouvoir
traiter les ` qui sont dans l’ensemble fini exceptionnel Sex(A) introduit dans la
définition 3.4.

Si ` est ramifié dans OE . On suppose dans ce paragraphe que ` ne divise pas
deg(φ) et, dans le cas de type II, que ` est tel que l’algèbre de quaternions D est
décomposée en λ|`. On suppose par contre que ` est ramifié dans OE :

`OE =
∏
λ|`

λe(λ).
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Nous notons toujours f (λ) le degré du corps résiduel en la place λ. Le lemme 3.3
produit l’accouplement φ?`∞ sur T`(A)× T`(A) à valeurs dans O?

`.

Hypothèse. Supposons pour l’instant pour simplifier que φ?`∞ est en fait à valeurs
dans O`. Nous verrons plus loin comment faire dans le cas général.

Rappelons que dans cette situation on a la décomposition

T`(A)=
{∏

λ|` Tλ(A) (Type I),∏
λ|` Tλ(A)⊕ Tλ(A) (Type II).

Par réduction modulo λn, on obtient alors pour tout entier +∞≥ n ≥ 1, comme
dans le cas non ramifié,

φλn : Tλ(A)/λnTλ(A)× Tλ(A)/λnTλ(A)→ Oλ/λ
n(1).

Notons par ailleurs que `Oλ = λ
e(λ), donc par réduction modulo `n on a

A[`n
] = T`(A)/`nT`(A)=

{∏
λ|` Tλ[λe(λ)n

] (Type I),∏
λ|` Tλ[λe(λ)n

]⊕ Tλ[λe(λ)n
] (Type II)

et
φλe(λ)n : Tλ[λe(λ)n

]× Tλ[λe(λ)n
] →Oλ/`nOλ(1).

De plus on vérifie que

φλe(λ)n (`x, `y)= φλe(λ)(n+1)(x, y)`

et on voit que l’action de Galois sur les accouplements φλe(λ)n se fait via le caractère
cyclotomique χ`n . Par ailleurs, le Z`-module Oλ étant libre de rang e(λ) f (λ), on a

Oλ/`
nOλ ' (Z/`nZ)e(λ) f (λ),

Tλ[λe(λ)n
] ' (Oλ/`

nOλ)2h
' (Z/`nZ)2he(λ) f (λ).

(4)

Finalement en travaillant en lieu de place de φλn avec φλe(λ)n , en décomposant H
selon les Hλ ⊂ Tλ[λe(λ)n

] ⊂ A[`n
], on peut reprendre tout ce qui a été fait dans le

cas non ramifié. Notamment la propriété µ pour les Hλ est toujours vérifiée avec
la modification évidente suivante dans la définition de m1(Hλ) (et de même pour
m(Hλ)) : on pose

m1(Hλ) :=max
{
m | ∃P, Q ∈ Hλ d’ordre `k tels que φλe(λ)k (P, Q) est d’ordre `m}.

Pour prouver la propriété µ dans ce cadre on peut toujours utiliser le paragraphe
sur les modules isotropes sur (Oλ, Fλ), puisque les accouplements λ-adiques φλr

sont construits modulo λr pour tout entier r ≥ 1 et non pas uniquement modulo `r

(cette réduction modulo `r étant celle utilisée pour définir les Hλ).
En reprenant mot pour mot les calculs combinatoires déjà effectués, on voit

avec (4) que les calculs restent inchangés sous réserve de remplacer partout f (λ)
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par f (λ)e(λ). La contrainte
∑

f (λ) = [E : Q] étant remplacée par la contrainte∑
e(λ) f (λ)= [E :Q], on voit que la valeur γ reste la même dans ce cadre, ce que

l’on voulait prouver.

Suppression de l’hypothèse. On ne suppose désormais plus que φ?`∞ est à valeurs
dans O`.

On sait que O?
λ est un idéal fractionnaire de Eλ, donc de la forme π−mλ

λ Oλ pour
un certain entier mλ (avec πλ une uniformisante). On choisit

m0 := pgcd{mλ | λ|`, ` ramifié dans OE }.

On a ainsi `m0O?
` ⊂O` pour tout les ` que l’on considère. On fait alors les modifi-

cations suivantes :

(1) On remplace au départ le module T`(A) par T ′` := `
m0 T`(A). Dans ce cas, le

lemme 3.3 produit l’acccouplement φ?`∞ sur T ′` × T ′` à valeurs dans O` (c’est
pour arriver dans O` que l’on a remplacé T`(A) par T ′`).

(2) On travaille avec H ′ = `m0 H en lieu et place de H . La raison de cette
modification est que le groupe H n’est a priori pas contenu dans la réduction
modulo `n de T ′` . Par contre H ′ l’est.

À la déperdition près d’indice en `2hm0 près, on peut reprendre la preuve déjà
effectuée et on obtient, uniformément en H :

|H ′| � [K(H ′) : K ]γ (A) ≤ [K(H) : K ]γ (A).

De plus, on a visiblement |H | ≤ |H ′| · |A[`m0]|. Les premiers problématiques `
étant en nombre bornés, il en est de même pour le cardinal des divers A[`m0] et on
voit donc que l’on obtient ainsi, uniformément en H ,

|H | � [K(H) : K ]γ (A).

Si ` divise le degré de la polarisation. On suppose désormais que ` est un premier
quelconque divisant deg(φ) et, dans le cas de type II, que ` est tel que l’algèbre
de quaternions D est décomposée en λ|`. Notons m0 l’entier maximal tel que `m0

divise deg(φ). Dans ce cas, toute les constructions faites jusqu’à présent continuent
encore à s’appliquer à condition de faire au départ les modifications suivantes :

(1) On travaille avec T ′`(A) := `
m0 T`(A) en lieu et place de T`(A).

(2) On travaille avec l’accouplement φφ` : T
′

`(A)×T ′`(A)→ T ′`(A)×T ′`(A
∨)→

Z`(1) défini par (x, y) 7→ φ`(x, φ(y)), en lieu et place de l’accouplement
φ`. Ce choix ainsi que le point précédent sont faits de sorte à avoir un
accouplement bilinéaire alterné sur T ′`(A), non dégénéré modulo `n pour tout
n ≥ 1.
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(3) On travaille avec H ′ = `m0 H en lieu et place de H . La raison de cette
modification est que le groupe H n’est a priori pas contenu dans la réduction
modulo `n de T ′`(A). Par contre H ′ l’est.

Avec ces modifications on peut reprendre la preuve déjà effectuée et on obtient,
uniformément en H :

|H ′| � [K(H ′) : K ]γ (A) ≤ [K(H) : K ]γ (A).

De plus, on a visiblement |H | ≤ |H ′| + |A[`m0]|. Les premiers ` étant en nombre
fini, le cardinal des divers A[`m0] est donc borné et l’on obtient ainsi uniformément
en H ,

|H | � [K(H) : K ]γ (A).

Petites valeurs exceptionnelles pour le type II. Dans le cas d’une variété abélienne
de type II, il y a encore un nombre fini de valeurs ` exceptionnelles à traiter : les
premiers ` tels que l’algèbre D est non décomposée en λ|`. Ce cas des ` ramifiés
dans l’algèbre de quaternions doit être traité avec une légère modification : la
décomposition V`(A) =

∏
λ(Wλ(A)⊕Wλ(A)) n’existant que après tensorisation

par une extension quadratique (voir proposition 3.5). Avec les notations du début
du section 7 : au lieu d’avoir sur Oλ,i la décomposition Xλ,i = Hλ,i ⊕ Hλ,i , on
a, en travaillant sur une extension quadratique de Oλ,i , la décomposition Xλ,i =
Hλ,i ⊕ Hλ,i , où Hλ,i est conjugué à Hλ,i . Ainsi, au lieu de comparer le cardinal
de Hλ,i avec le degré de l’extension [K(Hλ,i ) : K ], on reprend la même preuve
en travaillant directement avec Xλ,i , comparant le cardinal de Xλ,i et le degré de
[K(Xλ,i ) : K ].

9. Ordre d’un point et degré de l’extension qu’il engendre

Nous donnons dans ce paragraphe la preuve du théorème 1.12. Nous pouvons
pour cela supposer (et nous le faisons) que tous les K -endomorphismes de A sont
définis sur K .

Soit P un point de torsion et HP le End(A)-module engendré par P . On a
clairement K(P) = K(HP). En remarquant que codim P1,0 = 2h (dans Sp2h), les
arguments des paragraphes 6 et 7 précédents montrent qu’un point Pλ d’ordre `n

dans Tλ[λ∞] engendre (uniformément en (`, P)) une extension de degré

[K(Pλ) : K ] � `2hn.

Si ensuite P =
∑

λ|` Pλ avec Pλ point de Tλ[λ∞] et d’ordre `nλ , de sorte que P est
d’ordre `n avec n =max nλ, alors, uniformément en (`, P) on a

[K(P) : K ] � `2h
∑
λ nλ ≥ `2hn.
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Enfin si P est d’ordre m quelconque avec m=
∏r

i=1 `
ni
i , on peut écrire P=

∑r
i=1 Pi

avec Pi d’ordre `ni
i . L’indépendance des représentations `-adiques (proposition 3.2)

permet d’écrire, uniformément en (`, P),

[K(P) : K ] = [K(P1, . . . , Pr ) : K ] �
r∏

i=1

[K(Pi ) : K ] ≥
r∏

i=1

c1`
2hni = cω(m)1 m2h .

10. Appendice : compléments autour de la conjecture de Mumford–Tate

Indice de l’image de Galois dans le groupe de Mumford–Tate. La conjecture de
Mumford–Tate dit que l’inclusion G0

`∞ ⊂ MT⊗Q` est une égalité, ou encore
que, quitte a avoir effectué une extension finie du corps de base K , l’image de la
représentation `-adique galoisienne ρ(GK ) est contenue et ouverte dans MT(Q`),
ou encore comme GL(T`(A)) ∼= GL2g(Z`) est compact, la conjecture équivaut à
dire que, quitte a avoir effectué une extension finie du corps de base K , ρ(GK ) est
d’indice fini dans MT(Z`). Une forme légèrement plus forte, suggérée par Serre,
affirme que cet indice est borné indépendamment de `. Clarifions tout d’abord ce
point en montrant que la conjecture de Mumford–Tate entraîne la forme “forte”.

Théorème 10.1. Si A/K vérifie la conjecture de Mumford–Tate alors l’indice de
ρ(GK ) dans MT(A)(Z`) est borné indépendamment de `.

La preuve consiste à réunir un résultat de Serre [1986a] (resp. de Wintenberger
[2002]) concernant la partie torique centrale (resp. la partie semi-simple) des groupes
`-adiques et des groupes de Mumford–Tate. Plus précisément, notons S = SA le
groupe dérivé du groupe de Mumford–Tate de A ou, ce qui revient au même, du
groupe de Hodge et notons C la composante neutre du centre du groupe MT(A) ; ce
sont des Q-groupes algébriques. Notons similairement S` = S`,A le groupe dérivé
de G`,A ou, ce qui revient au même, du groupe H`,A et notons C` la composante
neutre du centre du groupe G`,A ; ce sont des Q`-groupes algébriques.

On sait par les travaux de Borovoı̆ [1974], Deligne [1982, Exposé I, 2.9, 2.11],
et Pjateckiı̆-Šapiro [1971] que

C` ⊂ CQ`
et S` ⊂ SQ`

. (5)

En fait on sait même que la première inclusion est une égalité, essentiellement
d’après la théorie abélienne de Serre [1998], une preuve est détaillée dans [Vasiu
2008] et reprise dans [Ullmo et Yafaev 2013]. On ne sait pas, en général si la
deuxième inclusion est une égalité, en fait l’égalité est équivalente à la conjecture
de Mumford–Tate. D’après Faltings, les deux groupes réductifs ont le même com-
mutant, leur égalité est aussi équivalente à l’égalité des rangs des deux groupes
semi-simples.



1884 Marc Hindry et Nicolas Ratazzi

Posons V`(A) = T`(A)⊗Z` Q`. Les groupes C et S sont des sous-groupes du
groupe de Mumford–Tate MT=MTA. En voyant MTQ`

comme un sous-groupe
algébrique de GLV`(A)

∼=GL2g,Q`
, on peut étendre ces groupes sur Z` en prenant leur

adhérence de Zariski dans GLT`(A). Avec un léger abus de notation nous noterons
C(Z`) (resp. S(Z`)) le groupe des Z`-points de C (resp. S) vu comme groupe
algébrique sur Z`. Le même procédé nous permet d’étendre C` (resp. S`) en un
groupe sur Z`.

Concernant la partie torique centrale, nous savons donc que ρ`∞(GK )∩C(Z`)
est d’indice fini dans C(Z`). Le résultat suivant de Serre précise ce point et est un
des deux points clef pour la preuve du théorème 10.1.

Proposition 10.2 [Serre 1986a, p. 60]. L’indice
(
C(Z`) : C`(Z`)∩ρ`∞(GK )

)
=: c`

est fini borné indépendamment de `.

Notons que la preuve de Serre [1986a] est rédigée dans le cas End(A) = Z et
esquissée dans le cas général. Pour la commodité du lecteur nous donnons ci-dessous
une description du centre et de la relation avec l’image de Galois.

Concernant la partie semi-simple S` de G`, suivant Wintenberger [2002], notons
S`,sc→ S` le revêtement universel de S` (sur Z`) et posons

S`(R)u l’image de S`,sc(R) dans S`(R), pour R ∈ {Z`,Q`, F`}.

Si ` ≥ 5 alors le groupe S`(F`)u est le sous-groupe de S`(F`) engendré par les
éléments unipotents. C’est également le groupe des commutateurs de S`(F`). Le
point clef que nous utilisons peut s’énoncer ainsi.

Proposition 10.3 [Wintenberger 2002]. L’indice S`(Z`)u dans S`(Z`) est borné
indépendamment de `. Pour tout premier ` assez grand, le groupe S`(Z`)u est
contenu dans G`. En particulier, on a les inclusions S`(Z`)u ⊂G`∩S`(Z`)⊂ S`(Z`)
avec indices finis, bornés indépendamment de `.

Cet énoncé découle de l’énoncé plus précis suivant.

Proposition 10.4 [Wintenberger 2002]. On a l’égalité S`(Z`)u = S`(Z`)∩ S`(Q`)u .
De plus, si le centre Z(S`,sc) est de cardinal premier à ` alors S`(Z`)u est l’image
réciproque de S`(F`)u par π` : S`(Z`)→ S`(F`), le morphisme de réduction mo-
dulo `. Pour tout premier ` assez grand, le groupe S`(Z`)u est contenu dans G`. Si
` est assez grand, alors l’indice (S`(Z`) : S`(Z`)u) est majoré par c(2 dim A) :=
ppcm{n | n ≤ 2 dim A}.

La démonstration du théorème 10.1 est maintenant immédiate à partir des
propositions 10.2 et 10.3. Comme S (resp. C) est le groupe dérivé (resp. la
composante neutre du centre) de MT(A) on a MT(A) = C · S et on en tire ai-
sément que (MT(A)(Z`) : C(Z`) · S(Z`)) est borné indépendamment de `. La
proposition 10.2 fournit un sous-groupe C1 de C(Z`)∩ρ`∞(GK ) d’indice fini dans
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C(Z`), tandis que la proposition 10.3, jointe à l’hypothèse SQ`
= S` fournit un

sous-groupe S1 de S(Z`)∩ρ`∞(GK ) d’indice fini dans S(Z`). On conclut bien alors
que (MT (A)(Z`) : ρ(GK )) ≤ (MT (A)(Z`) : C1 · S1) est borné indépendamment
de `.

Donnons maintenant la description promise du centre du groupe de Mumford–
Tate.

Notons L =
∏

i L i le centre de End0(A) ; chaque L i est un corps de nombres et la
décomposition correspond à la décomposition de A à isogénie près en composantes
isotypiques, i.e., A∼=

∏
i Ai avec Ai = Bmi

i et Bi absolument simple. On pose aussi
TL =

∏
i ResL i/Q(Gm,L i ) et on note detL i :ResL i/Q(GLVi ,L i )→ResL i/Q(Gm,L i ) et

detL =
∏

i detL i . La restriction de detL au tore TL donne une isogénie δ : TL → TL

qui peut être explicitée comme l’application x = (xi )i∈I 7→ (xdi
i )i∈I , où di :=

2 dim Ai/[L i :Q]. Introduisons une extension auxiliaire L̃ finie, galoisienne sur Q

et contenant les L i ; on définit ensuite la “norme” (cf. [Ichikawa 1991, p. 135]) :

9i : ResL̃/Q Gm,L̃ → ResL i/Q Gm,L i ,

9 =
∏

i

9i : ResL̃/Q Gm,L̃ →
∏

i

ResL i/Q Gm,L i .

On a alors une description de la composante neutre du centre du groupe de
Mumford–Tate comme le sous-tore de TL vérifiant δ(C) = Im9 (aux notations
près, c’est la proposition 1.2.1 de [Ichikawa 1991]).

Proposition 10.5 (cf. [Ichikawa 1991; Serre 1986a]). Le tore C = CA est le sous-
tore de TL tel que δ(C)=9(TL).

Le lien avec les représentations `-adiques peut être décrit ainsi (cf. [Serre 1986b]).
Chaque morceau V`(Ai ) est libre de rang di sur L i⊗Q` ; si l’on pose L` := L⊗Q`,

alors V`(A) est un L`-module et on peut définir detL`(V`(A)) qui est libre de rang 1,
ce qui fournit une représentation `-adique abélienne à valeurs dans TL :

φ` : GK → L×` = (L ⊗Q`)
×
= TL(Q`).

Par la théorie abélienne de Serre il existe un module m et un homomorphisme de
groupes algébriques associé Sm→ TL induisant la représentation de la manière
suivante ; rappelons (cf. [Serre 1998]) que Sm est un Q-groupe algébrique extension
du groupe fini Cm des classes d’idèles modulo m par un tore Tm. Si on note
ε` : GK → Sm(Q`) la représentation définie dans [Serre 1998], alors φ` = φ ◦ ε`.

Le lien avec le centre du groupe de Hodge est que9(TL) est la composante neutre
de φ(Sm). Ce fait appelé “exercice embêtant” dans [Serre 1986b] est équivalent à
l’égalité de la composante connexe des centres de G` et MT(A)Q`

citée ci-dessus.
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Quelques cas de la conjecture de Mumford–Tate. Pour énoncer le premier résultat
en vue, nous rappelons la notation suivante, cf. (1) :

6 =
{

g ≥ 1
∣∣ ∃k ≥ 3, impair , ∃a ≥ 1, 2g = (2a)k ou 2g =

(2k
k

)}
. (6)

Théorème 10.6. Soit h un entier tel que h /∈6 et soit A/K une variété abélienne
de type II telle que le centre de End(A)⊗Q est réduit à Q. On suppose que A est
de dimension g = 2h. La conjecture de Mumford–Tate est vraie pour A et le groupe
de Mumford–Tate associé à A est GSp2h,Q.

Démonstration. Il s’agit tout simplement d’appliquer la proposition 4.7 de Pink
[1998]. Précisément : soit ` un nombre premier suffisamment grand ; décomposons
le module de Tate V` en somme de 2 copies isomorphes W` sur Q`. Les W` donnent
des représentations de dimension 2h, de type Mumford–Tate fort (puisque c’est le
cas par [Pink 1998, theorem 5.10] pour les V`), fidèles, symplectiques, absolument
irréductibles du groupe dérivé de G`. On peut donc appliquer la proposition 4.7 de
Pink qui nous dit que si h est en dehors de l’ensemble exceptionnel 6 alors G` est
isomorphe à GSp2h,Q. �

Pour énoncer le résultat suivant, rappelons que si une variété abélienne A a
réduction semi-stable en une place v, la composante neutre de la fibre spéciale
est une extension d’une variété abélienne B0 par un tore que nous noterons T0 ; la
dimension de ce tore s’appelle la dimension torique. De plus, si ce tore est non
trivial (i.e., s’il y a mauvaise réduction) l’anneau des endomorphismes de A agit
fidèlement sur ce tore. En conséquence, si A est de type I et e = [End0(A) : Q]
(resp. de type II et 4e = [End0(A) :Q]) alors la dimension de T0 est un multiple de
e (resp. de 2e).

Théorème 10.7. Soit A une variété abélienne simple de type I ou II, définie sur un
corps de nombres K . On note e le degré sur Q du centre de End0(A) et d := 1, si A
est de type I, et d := 2 si A est de type II. Supposons de plus que :

(T) Il existe une place de K où A possède réduction semi-stable de dimension
torique de.

Alors A est pleinement de type Lefschetz.

Commençons par rappeler quelques résultats de Grothendieck décrits dans
[SGA 7I 1972]. On étudie la réduction modulo un idéal premier donc on peut
passer à un anneau local que l’on peut d’ailleurs compléter et qu’on notera O ; dans
le langage de [SGA 7I 1972], le spectre de O est un trait. Tout schéma quasi-fini
X/O se décompose en

X = X f
t X ′,

où X f est un schéma fini sur O et X ′ est un schéma égal à sa fibre générique. On
choisit un nombre premier ` assez grand pour qu’il ne divise pas le cardinal du
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groupe des composantes de la fibre spéciale du modèle de Néron sur O de A. En
décomposant ainsi le schéma quasi-fini A[`n

] et en prenant la limite on obtient la
partie fixe T`(A)f ⊂ T`(A). En considérant la partie torique de la fibre spéciale A0

0
du modèle de Néron

0→ T0→ A0
0→ B0→ 0,

on obtient la partie torique T`(A)t ⊂ T`(A)f, qui est de rang µ := dim T0 (i.e., égal
à la dimension torique). Le résultat clef de Grothendieck décrit ces sous-modules
en termes de l’action du groupe d’inertie, noté I et s’énonce ainsi (le premier point
est la proposition 2.2.5 de [SGA 7I 1972], le deuxième le théorème 2.4 de [SGA 7I

1972]).

Théorème 10.8 [SGA 7I 1972]. Avec les notations précédentes, on a :

(1) T`(A)f = T`(A)I .

(2) Soit Ǎ la duale de A, désignons par⊥ l’orthogonal au sens de l’accouplement
canonique de Weil T`(A)× T`( Ǎ)→ T`(Gm). Alors

T`(A)t = T`(A)f ∩ (T`( Ǎ)f)⊥ = T`(A)I
∩ (T`( Ǎ)I )⊥.

De plus, si on note U = V`(A)= T`(A)⊗Z` Q`, U1 = V`(A)f et U2 = V`(A)t, et
si l’on identifie V`(A) et V`( Ǎ) via une polarisation fixée, on a donc U2 =U1∩U⊥1 .
L’inertie agit de plus trivialement sur U2 et sur U/U2 (mais non trivialement sur U
si l’on suppose qu’il y a mauvaise réduction).

Démonstration du théorème 10.7. Notons comme précédemment E le centre de
End0(A). Il suffit de montrer que, pour un `, le groupe H` est le produit des Sp2h,Eλ ,
quand λ parcourt les idéaux premiers de E au dessus de `. On choisit un ` assez grand
et totalement décomposé dans E/Q ; d’après le lemme de relèvement (lemme 2.6),
il suffit de voir que l’image de Galois modulo ` contient le produit des Sp2h,F` . Chris
Hall [2011] montre dans le cas où End(A)= Z (i.e., e= d = 1) que l’hypothèse (T)
entraîne ceci. Nous expliquons comment adapter ses arguments au cas plus général.

Considérons les sous-modules décrits ci-dessus U2 ⊂U1 ⊂ V`(A) et rappelons
que µ = rang U2 est la dimension torique. L’inertie opère non trivialement sur
V`(A) puisqu’il y a mauvaise réduction mais trivialement sur U2 et V`(A)/U2.
Si gI désigne un générateur topologique du quotient maximal pro-`-fini de I , sa
matrice ρ`(gI ) est donc conjuguée à une matrice

( Iµ B
0 I2g−µ

)
.

On peut “découper” les Ui , qui sont des Q`-espaces vectoriels, en introduisant eλ
l’idempotent de E`= E⊗Q Q` qui projette E` sur Eλ et en notant Ui,λ l’image eλUi .
On obtient alors la décomposition cherchée.

Lemme 10.9. Les sous-modules galoisiens U1 “partie fixe” et U2 “partie torique”
sont stables par End(A) et se décomposent ainsi :

(1) (Type I) Les Ui se décomposent en Ui =
∏
λ Ui,λ.
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(2) (Type II) Les Ui se décomposent en Ui =
∏
λ(Ui,λ⊕Ui,λ).

Démonstration (du lemme). L’action des endomorphismes commute avec celle du
groupe de Galois et en particulier du groupe d’inertie, ce qui entraîne la première
affirmation. De plus, pour tout endomorphisme α, on a

< αv, v′ >=< v, α†v′ >,

où < ·,·> désigne l’accouplement de Weil et † l’involution de Rosati associée à
la polarisation choisie ; ainsi les décompositions de la représentation galoisienne
décrites dans la proposition 3.5 induisent celles sur U1 et U2. �

L’hypothèse (T) se traduit en disant que de = rang U2 = d
∑

λ rang Ui,λ, ce qui
impose rang Ui,λ = 1. Si l’on écrit maintenant la matrice de ρ(gI ) par blocs, on voit
que chaque bloc est une transvection. Les arguments de [Hall 2011] s’appliquent
alors, permettant de montrer que chaque bloc de la représentation modulo ` contient
dans son image Sp2h(F`), ce qui achève la preuve du théorème 10.7. �

Théorème 10.10. Soit s ≥ 1 un entier et soient A1, . . . , As des variétés abéliennes,
deux à deux non isogènes, chaque Ai étant pleinement de type Lefschetz, de type I
ou II, de dimension relative un entier hi . On a dans ce cas

Hdg
( s∏

i=1

Ai

)
=

s∏
i=1

Hdg(Ai )=

s∏
i=1

ResEi/Q Sp2hi ,Ei
,

pour tout `, H`

( s∏
i=1

Ai

)
=

s∏
i=1

H`(Ai )=

s∏
i=1

∏
λi |`

Sp2hi ,Eλi
,

où λi parcourt les places de Ei au dessus de `.

Démonstration. Nous expliquons la preuve dans le cadre `-adique qui s’appuie sur
l’article de Lombardo [2016] (le cas complexe est plus simple et s’appuie de manière
parallèle sur l’article antérieur d’Ichikawa [1991]). Il s’agit en fait d’appliquer le
théorème 4.1 de [Lombardo 2016]. Pour cela il nous suffit de vérifier que les
hypothèses de ce théorème sont satisfaites. Nos hypothèses entraînent que pour
tout entier i , on a Hdg(Ai )×C` = Sp[Ei :Q]

2hi ,C`
, où Ei est le centre de End(Ai )⊗Q.

Or les automorphismes de (l’algèbre de Lie de) Sp2hi ,C`
sont intérieurs et les

automorphismes intérieurs préservent les plus haut poids (cf. remarque 3.8 de
[Lombardo 2016]), donc le point (3) des hypothèses du théorème 4.1 de [Lombardo
2016] est vérifié. Les points (1) et (2) sont immédiats dans notre situation, d’où la
conclusion. �

Corollaire 10.11. Soit s ≥ 1 un entier et soient A1, . . . , As des variétés abéliennes,
deux à deux non isogènes, chaque Ai étant de type I ou II, de dimension relative un
entier hi . Pour chaque i , on suppose que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :
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(1) Le centre de End(A)⊗Q est réduit à Q et l’entier hi n’est pas dans l’ensemble
exceptionnel 6.

(2) L’entier hi est égal à deux ou est impair.

(3) La variété abélienne Ai est de type I (resp. II) et possède une place de mau-
vaise réduction semi-stable avec dimension torique ei (resp. avec dimension
torique 2ei ).

Sous ces hypothèses on a alors

Hdg
( s∏

i=1

Ai

)
=

s∏
i=1

Hdg(Ai )=

s∏
i=1

ResEi/Q Sp2hi ,Ei
,

pour tout `, H`

( s∏
i=1

Ai

)
=

s∏
i=1

H`(Ai )=

s∏
i=1

∏
λi |`

Sp2hi ,Eλi
,

où λi parcourt les places de Ei au dessus de `.

Démonstration. Soit i un entier dans l’ensemble {1, . . . , s}. Si l’hypothèse (1) est
vérifiée alors par le théorème 5.14 de [Pink 1998] (dans le cas de type I) ou par le
théorème 10.6 ci-dessus (dans le cas de type II) on en déduit que A est pleinement de
type Lefschetz, de groupe de Hodge, Sp2hi

. Si l’hypothèse (2) est vérifiée, là encore
la même conclusion vaut en appliquant cette fois le théorème A de [Banaszak et al.
2006] (cf. [Lombardo 2016, remarque 2.25] pour le cas de dimension relative 2). Il
suffit donc d’appliquer le théorème 10.10 ci-dessus pour conclure. �

Remarque 10.12. On peut bien sûr énoncer le théorème et le corollaire précédents
en remplaçant

∏s
i=1 Ai par

∏s
i=1 Ami

i puisque Hdg
(∏s

i=1 Ami
i

)
= Hdg

(∏s
i=1 Ai

)
et H`

(∏s
i=1 Ami

i

)
= H`

(∏s
i=1 Ai

)
.
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