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Nous étudions la cohomologie de faisceaux analytiques sur le complémentaire, dans l’espace projectif,
d’une collection infinie d’hyperplans bien choisie, comme l’espace symétrique de Drinfeld. En particulier,
le faisceau de fonctions inversibles sur ces espaces rigides n’a pas de cohomologie de degré supérieur
ou égal à 1. Ceci démontre l’annulation du groupe de Picard, et les méthodes utilisées nous donnent une
description pratique des fonctions inversibles globales.

We study the cohomology of some analytic sheaves on the complement in the projective space of a
suitable infinite collection of hyperplanes like the Drinfeld symmetric space. In particular, the sheaf
of invertible functions on these rigid spaces has no cohomology in degree greater or equal to 1. This
proves the vanishing of the Picard group and the methods used give a convenient description of the global
invertible functions.
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Introduction

Cet article est lié à une série de travaux récents [Colmez et al. 2020a; 2020b; 2021] portant sur la
géométrie et la cohomologie p-adique, pour p premier, des espaces symétriques de Drinfeld et de leurs
revêtements. Il fait aussi partie d’une autre série d’articles tirés de la thèse de l’auteur [Junger 2022a;
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2022b; 2022c] qui visent à déterminer la partie supercuspidale de la cohomologie de de Rham du premier
revêtement de ces espaces (voir le théorème A de [Junger 2022a]). Chacun de ces quatre articles présente
des aspects de la géométrie du premier revêtement qui seront utilisés de manière cruciale dans la preuve du
résultat principal. Ce travail constitue la première étape de ce programme et se concentre essentiellement
sur la géométrie des espaces symétriques eux-mêmes (qui permettra de décrire le premier revêtement
dans [Junger 2022b]).

Les espaces symétriques de Drinfeld sont des cas particuliers d’arrangements (infinis) d’hyperplans et
l’objet de cet article est de comprendre ce qui se passe pour des arrangements plus généraux. L’étude
de leur cohomologie étale p-adique semblant délicate (en effet, les travaux cités utilisent des propriétés
spécifiques de l’espace de Drinfeld), nous nous intéresserons plutôt à leur cohomologie analytique à
coefficients dans le faisceau Gm des fonctions inversibles. Notre résultat principal affirme que beaucoup
d’arrangements (même infinis) d’hyperplans sont acycliques pour Gm. Par exemple, cela entraîne que le
groupe de Picard des espaces de Drinfeld est trivial, ce qui ne semble pas être connu. Il serait intéressant
d’avoir des résultats analogues pour la cohomologie étale, mais cela nous semble inaccessible pour le
moment. En effet, le calcul de H2ét.X;Gm/ pour l’espace de Drinfeld X de dimension plus grande que 1
semble déjà délicat (la partie de torsion est cependant bien comprise grâce aux résultats de Schneider et
Stuhler [1991] et de Colmez, Dospinescu et Nizioł [Colmez et al. 2021]).

Avant de préciser nos résultats principaux, mentionnons-en certaines motivations et applications à
l’étude du premier revêtement des espaces de Drinfeld. Soit K une extension finie de Qp , OK son anneau
d’entiers, F D Fq son corps résiduel et $ une uniformisante. Soit aussi C le complété d’une clôture
algébrique de K. On note HdK l’espace symétrique de Drinfeld de dimension d � 1, i.e., l’espace rigide
analytique sur K défini par 1

HdK D PdK n
[
H2H

H;

avec H l’ensemble des hyperplans K-rationnels et PdK l’espace projectif rigide analytique de dimension d
sur K. L’espace HdK possède un modèle formel semi-stable HdOK

, construit par Deligne. Soit D l’algèbre
à division sur K d’invariant 1=.d C 1/ et …D une uniformisante. Un théorème fondamental de Drinfeld
[1976] fournit une interprétation modulaire de l’espace HdOK

, et cette description entraîne l’existence d’un
OD-module formel universel X sur HdOK

. Les points de …D-torsion XŒ…D� forment un schéma formel
en Fp-espaces vectoriels de Raynaud. Ces derniers admettent une classification [Raynaud 1974] et sont
caractérisés par la donnée des parties isotypiques .Li /i2Z=.dC1/Z de O.XŒ…D�/ pour certains caractères
de FqdC1 , dits fondamentaux. Comprendre les fibrés en droites .Li /i universels sur HdOK

est essentiel
pour comprendre la géométrie du premier revêtement †1 de HdK . En fibre spéciale, les faisceaux .Li /i
sont relativement bien compris et sont étudiés dans [Teitelbaum 1989; 1990; 1993; Grosse-Klönne 2004b].
L’annulation du groupe de Picard de HdK , qui découle de nos résultats, fournit donc une description en

1. Il n’est pas immédiat que ce complémentaire d’un nombre infini de parties fermées est bien un espace rigide analytique,
mais cela découle de la remarque 2.2.
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fibre générique de ces faisceaux localement libres de rang 1 sur HdOK
. Dans un travail ultérieur, nous

obtiendrons une classification des �N -torseurs sur HdK avecN D qdC1�1 et nous donnerons une équation
explicite du revêtement modéré de l’espace symétrique de Drinfeld.

Passons maintenant à notre résultat principal. Gardons les notations ci-dessus. Soit A une partie fermée
(par exemple une partie finie) de l’espace profini H et posons

Int.A/D PdK n
[
H2A

H:

Alors Int.A/ possède encore une structure naturelle d’espace rigide analytique sur K. Si L est une
extension complète de K et si X est un K-espace analytique, on note XL DX y̋KL.

Théorème A. Avec les notations ci-dessus, pour toute partie fermée A de H et toute extension complète
L de K, on a Hian.Int.A/L;Gm/D 0 pour i � 1.

Remarque. (1) L’égalité [Berkovich 1993, Proposition 4.1.10]

H1an.X;Gm/D H1ét.X;Gm/D Pic.X/

est valable pour tout espace analytique X . Ainsi, le groupe de Picard et les fonctions inversibles
sur X peuvent être déterminées en calculant sa cohomologie analytique. Ce n’est malheureusement
pas le cas des groupes de cohomologie en degrés strictement plus grands que 1.

(2) Nous prouvons aussi une version du théorème dans laquelle le faisceau Gm est remplacé par
le sous-faisceau O�� D 1COCC des fonctions 1C f telles que jf j < 1 (la norme étant celle
spectrale). Si OC désigne le faisceau des fonctions f telles que jf j � 1, il est probable que
Hian.Int.A/L;OC/D 0 pour i � 1, mais nous n’arrivons pas à le démontrer. Le résultat analogue
avec Int.A/L remplacé par une boule fermée est un théorème de Bartenwerfer [1982] (il est crucial
d’utiliser la topologie analytique pour ce genre de résultat, car il est totalement faux pour la
topologie étale). Nos méthodes permettent de démontrer que si le résultat de Bartenwerfer est aussi
valable pour les polycouronnes, alors Hian.Int.A/L;OC/D 0 pour i � 1.

Notons ZJAK le dual du Z-module L.A;Z/ des fonctions localement constantes sur A à valeurs dans Z.
On voit les éléments de ZJAK comme des mesures sur A à valeurs dans Z. On note ZJAK0 le sous-groupe
des mesures de masse totale 0 (l’orthogonal de la fonction constante 1).

Théorème B. Pour toute partie fermée A de H et toute extension complète L de K, il existe un isomor-
phisme naturel

O�.Int.A/L/=L� ' ZJAK0:

Remarque. (1) Ce théorème a été récemment obtenu par Gekeler [2020] pour l’espace symétrique de
Drinfeld. Notre méthode est complètement différente.

(2) Si l’on combine le théorème ci-dessus avec la suite exacte de Kummer et l’annulation du groupe de
Picard, on obtient une description du groupe H1ét.Int.A/L;Z=nZ/ pour tout entier n. Cela semble
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suggérer qu’il existe des descriptions explicites de la cohomologie étale en degré cohomologique
plus grand. Voir [Colmez et al. 2021] pour le cas de l’espace de Drinfeld.

Nous finissons cette introduction en expliquant les grandes étapes de la preuve de nos résultats
principaux. L’ingrédient technique principal est un résultat d’annulation de van der Put [1982], qui affirme
que pour tout r 2 pQ, le faisceau O.r/ des fonctions de norme spectrale strictement plus petite que r est
acyclique sur les boules fermées et les polycouronnes de dimension arbitraire. Pour se ramener à ce type
d’espaces, nous utilisons les constructions géométriques de Schneider et Stuhler [1991]. Plus précisément,
l’espace Int.A/ possède un recouvrement de type Stein par des affinoïdes Int.An/ obtenus en enlevant
de PdK les tubes ouverts d’épaisseur j$ jn autour des hyperplans dans A. Cela nous amène à étudier la
géométrie d’un arrangement tubulaire

XI D PdK n
[
i2I

Hi .j$ j
n/;

où Hi .j$ jn/ est le voisinage tubulaire ouvert d’épaisseur j$ jn de l’hyperplan Hi . Nous allons supposer
que ces voisinages tubulaires sont deux à deux distincts. Suivant Schneider et Stuhler, pour comprendre
la géométrie de X , il s’agit de comprendre la géométrie des espaces de la forme

YJ D PdK n
\
j2J

Hj .j$ j
n/

avec J � I . Le point essentiel est que les espaces YJ sont des fibrations localement triviales en boules
fermées au-dessus d’espaces projectifs, dont la dimension dépend de la combinatoire des hyperplans.
Cela permet d’utiliser les résultats d’annulation de van der Put et nous ramène à l’étude de certains
complexes de Čech relativement explicites. Pour transférer l’étude des faisceaux sur les YJ à XI , nous
montrons un lemme combinatoire, essentiellement basé sur la suite de Mayer–Vietoris, qui remplace
la suite spectrale utilisée par Schneider et Stuhler (et dont l’étude devient assez compliquée dans notre
situation). Cela permet de démontrer que les faisceaux O.r/ sont acycliques sur XI . Un argument basé
sur le logarithme tronqué permet d’en déduire l’acyclicité du faisceau O�� D 1COCC des fonctions
1C f vérifiant jf j< 1 sur les XI . Enfin, l’étude du quotient Gm=O

�� fait apparaître des complexes de
Čech identiques à ceux apparaissant en géométrie algébrique, ce qui permet de passer de O�� à Gm.

Le paragraphe précédent explique la preuve de l’acyclicité de Gm sur les espaces XI . Le passage de
ces espaces à Int.A/ n’est pas trivial et représente en fait le cœur technique de l’article. Pour expliquer
la difficulté, notons que l’on dispose d’un recouvrement Stein Int.A/D

S
n�1XIn

, où les XIn
sont des

espaces du même type que ceux introduits ci-dessus, les In étant des ensembles finis, de plus en plus
grands. On en déduit une suite exacte

0! R1 lim
 ��
n

Hs�1an .XIn
;Gm/! Hsan.Int.A/;Gm/! lim

 ��
n

Hsan.XIn
;Gm/! 0:

Pour s > 1, cela permet de démontrer l’annulation de Hsan.Int.A/;Gm/, mais pour s D 1, il s’agit de
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démontrer que

R1 lim
 ��
n

O�.XIn
/D 0:

Pour cela, on se ramène à démontrer le même résultat avec les faisceaux O�� et O.r/ à la place de Gm. Le
point crucial à démontrer est alors une version en dimension quelconque du lemme 1.3 de [Colmez et al.
2020a], qui permet de comprendre la flèche de restriction O��.XInC1

/! O��.XIn
/. Plus précisément,

par application du logarithme, nous nous ramenons à montrer, pour r assez petit, qu’il existe une constante
c telle que, pour tout n, O.r/.XInCc

/�O.r/L C$O.r/.XIn
/ avec O.r/L le sous-ensemble des éléments de

L de norme strictement inférieure ou égale à r . C’est le point le plus délicat de l’article et la preuve en
est assez indirecte, car nous n’avons pas de description explicite des groupes O.r/.XIn

/.

Notations et conventions. Dans tout l’article, on fixe un nombre premier p et une extension finie K de
Qp. On note OK son anneau des entiers, $ une uniformisante et F D Fq son corps résiduel. On note
C D yxK la complétion d’une clôture algébrique de K et MK la complétion de l’extension maximale non
ramifiée de K. Soit L� C une extension complète de K susceptible de varier (pouvant par exemple être
égale à K; MK, ou C ), d’anneau des entiers OL, d’idéal maximal mL et de corps résiduel �.

Soit S un L-espace rigide analytique. 2 On note respectivement Anrig;S et Pnrig;S les espaces affine et
projectif rigides analytiques de dimension relative n sur S . Si s D .si /1�i�n est une famille de nombres
rationnels, le polydisque rigide fermé sur S de polyrayon .j$ jsi /i sera noté BnS .j$ j

s/ ou BnS .s/ par abus.
L’espace BnS sera la boule unité et les boules ouvertes seront notées VBnS et VBnS .s/. Si S est maintenant un
schéma, Anzar;S sera l’espace affine sur S et Pnzar;S l’espace projectif.

Si X est un L-espace analytique réduit, on note OCX le faisceau des fonctions à puissances bornées,
OCCX le faisceau des fonctions topologiquement nilpotentes, O

.r/
X le faisceau des fonctions bornées

strictement en norme spectrale par r , O�X (ou bien Gm;X ) le faisceau des fonctions inversibles et O��X le
faisceau 1COCCX . Si X D Sp.L/, on écrit O.r/L D O

.r/
X .X/. Pour tout ouvert affinoïde réduit U �X , on

munit O�X .U / de la topologie induite par le plongement O�X .U /! OX .U /
2 W f 7! .f; f �1/ (muni de la

norme spectrale). On notera K.x/ le corps valué associé au point fermé x 2X .
Si X est un espace analytique sur L (resp. un schéma), la cohomologie d’un faisceau F sur le site

analytique (resp. de Zariski) sera notée H�an.X;F / (resp. H�zar.X;F /). Si U est un recouvrement de X
(pour une des topologies précédemment nommées), la cohomologie de Čech de X pour le faisceau F par
rapport au recouvrement U sera notée LH�.X;F ;U/ et le complexe de cochaînes sera noté LC�.X;F ;U/.
Pour toutes ces théories cohomologiques, quand U �X est un ouvert de X , la cohomologie à support
dans le complémentaire de U sera notée H�.X;U /. Si ƒ est un groupe cyclique d’ordre N premier à p et
X DX y̋C , le morphisme de Kummer sera noté � W O�.X/! H1ét.X;ƒX / et N� W O�.X/! H1ét.X;ƒX /

sera la restriction de O�.X/! H1ét.X;ƒX /.
Enfin, nous noterons Ja; bK WD Œa; b�\Z quand a; b 2 R.

2. Dans tout le reste de l’article, les espaces rigides analytiques et les affinoïdes seront supposés « à la Tate ». Ce cadre sera
largement suffisant pour nos applications.
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1. L’espace des hyperplans K -rationnels

On note H l’ensemble des hyperplans K-rationnels dans Pd . L’ensemble H est profini, car il s’identifie
à Pd .K/.

Définissons maintenant quelques données relatives à l’ensemble H. Si aD .a0; : : : ; ad / 2 C dC1nf0g,
alors la désignera l’application

b D .b0; : : : ; bd / 2 C
dC1
7! ha; bi WD

X
0�i�d

aibi :

Ainsi H s’identifie à fker.la/; a 2KdC1nf0gg et à Pd .K/.

Remarque 1.1. L’application précédente permet d’identifier un hyperplan dans H à sa droite orthogonale
par dualité. Nous confondrons alors toujours un élément de H à sa droite associée. Dans la section suivante,
nous attacherons des espaces rigides à certaines parties de H et nous pourrons décrire explicitement leur
géométrie et leur combinatoire uniquement grâce aux relations linéaires sur OK entre les générateurs
unimodulaires de ces droites.

Le vecteur aD .ai /i 2C dC1 est dit unimodulaire si jaj1 WDmax.jai j/D 1. L’application a 7!Ha WD

ker.la/ induit une bijection entre le quotient de l’ensemble des vecteurs unimodulaires a 2KdC1 par
l’action évidente de O�K et l’ensemble H.

Pour a 2KdC1 unimodulaire et n� 1, on considère l’application l.n/a définie comme

b 2 .OC =$n/dC1 7! ha; bi 2OC =$n

et on note

Hn D fker.l.n/a /; a 2KdC1nf0g unimodulaireg ' Pd .OK=$n/:

Alors HD lim
 ��n

Hn et chaque Hn est fini.
Soit a 2KdC1 unimodulaire et z 2Pd .C /. La quantité jla.b/j ne dépend pas du choix du représentant

unimodulaire b de z, et ne dépend que de la classe de a dans Pd .K/. Cela permet de définir les tubes
fermés et ouverts de rayon " > 0 autour de l’hyperplan H D ker.laH

/ 2H par

H."/D fz 2 Pd .C /; jlaH
.z/j � "g et VH."/D fz 2 Pd .C /; jlaH

.z/j< "g:

Les extensions des scalaires par L seront notées H."/L et VH."/L et les complémentaires dans Pdrig;L

seront H."/cL et VH."/cL. Il est à noter que H.j$ jn/ et VH.j$ jn/ ne dépendent que de la classe de H
dans Hn et HnC1, respectivement. 3

Remarque 1.2. Dans la définition des tubes ouverts ou fermés, nous procédons à une renormalisation
lorsque nous évaluons jla.z/j sur un représentant unimodulaire de z. Ce dernier dépend du choix de

3. Cela découle du fait que pour deux vecteurs a1, a2, on a l’identité jla1
.z/� la2

.z/j � ja1�a2j1jzj1. En particulier, les
inégalités jla1

.z/j � " et jla2
.z/j � " (resp. jla1

.z/j< " et jla2
.z/j< ") sont vérifiées pour les mêmes vecteurs unimodulaires z

si ja1 � a2j1 � " (resp. ja1 � a2j1 < ").
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coordonnées initiales. Toutefois, les changements de variables dans GLdC1.OK/ permutent les tubes de
même rayon. Plus précisément, si g 2 GLdC1.OK/, alors g �H."/D .gH/."/.

2. Géométrie des arrangements

2A. Définitions et exemples. Pour toute collection A de parties de Pdrig;K , on note

Int.A/D Pdrig;Kn
[
H2A

H et Uni.A/D Pdrig;Kn
\
H2A

H:

Dans le cas général, ces constructions n’admettent pas forcément de structure naturelle d’espaces
rigides analytiques. Toutefois, c’est le cas lorsque A est fini et constitué de parties fermées. Nous nous
intéresserons dans la suite de l’article aux exemples suivants (où A est possiblement infini) pour lesquels
une telle structure d’espace rigide existe.

Définition 2.1. Une collection A de parties de Pdrig;K est appelée

� arrangement algébrique ou algébrique généralisé (d’hyperplans K-rationnels) si A est, respective-
ment, un sous-ensemble fini ou fermé de H;

� arrangement tubulaire ouvert ou fermé d’ordre n si A est, respectivement, une famille finie de
voisinages tubulaires fermés H.j$ jn/ ou ouverts VH.j$ jn/ avec H 2H.

Remarque 2.2. (1) Pour simplifier l’exposition, nous avons choisi d’étudier les arrangements pour
des hyperplans K-rationnels pour K une extension finie de Qp. Certaines de ces constructions peuvent
s’étendre à des corps K beaucoup plus généraux. Par exemple, les arrangements tubulaires (ouverts
ou fermés) peuvent être définis sur n’importe quel corps complet. Toutefois, les arguments que nous
allons présenter se servent de manière cruciale de l’existence de fibrations dont la construction, que nous
rappelons dans la section 2B, nécessite de supposer K de valuation discrète. Pour le cas des arrangements
algébriques généralisés, il est nécessaire d’imposer en plus la finitude du corps résiduel de K pour
que les Int.A/ soient bien des espaces rigides (voir la note 4 et le troisième point de cette remarque).
En caractéristique positive, ces constructions peuvent être transportées mutatis mutandis modulo les
hypothèses précédentes sur K. En revanche, certains résultats d’annulation cohomologique que nous
allons énoncer ne peuvent être prouvés dans ce cadre grâce aux méthodes de l’article. Nous renvoyons à
la remarque 3.4 pour une discussion plus précise.

(2) Se donner un arrangement tubulaire ouvert ou fermé d’ordre n revient à se donner une partie (finie) 4

de Hn ou de HnC1, respectivement.

(3) Si m> n, tout arrangement tubulaire ouvert (ou fermé) d’ordre m induit un arrangement tubulaire
ouvert (ou fermé) d’ordre n, appelé sa projection. Plus précisément, la projection d’un arrangement défini
par une collection de voisinages tubulaires .H.j$ jm//H2I est l’arrangement défini par la collection de

4. L’hypothèse de finitude est ici redondante sous les conditions que nous avons imposées sur le corps K, car Hn est fini
pour tout n. Cette propriété n’est plus vraie si on raisonne sur un corps plus général dont le corps résiduel peut être infini ou peut
ne pas être de valuation discrète.



8 Damien Junger

voisinages tubulaires .H.j$ jn//H2I . Cela revient à considérer la projection d’une partie de Hm ou de
HmC1 sur Hn ou sur HnC1, respectivement. Cette construction s’étend bien sûr au cas d’un arrangement
algébrique ou algébrique généralisé. 5

(4) Une famille d’arrangements tubulaires .An/n telle que l’ordre de An soit n est dite compatible si,
pour tout m > n, An est la projection de Am. Si A � H est un arrangement algébrique généralisé, on
construit par projection deux familles compatibles d’arrangements tubulaires ouverts ou fermés .An/n par
projection. Cette construction a pour intérêt de fournir un recouvrement croissant Int.A/D

S
n Int.An/

pour les arrangements algébriques généralisés A.

(5) Les constructions Int.A/ (et Uni.A/ lorsque A est fini) possèdent des structures naturelles d’espaces
rigides analytiques sur K. Le seul cas non trivial est celui d’un arrangement algébrique généralisé, qui
découle du point précédent.

(6) Plus précisément, l’espace Int.A/ est un affinoïde ou quasi Stein si A est un arrangement tubulaire
fermé ou ouvert, respectivement.

Exemple 2.3. L’espace symétrique de Drinfeld HdK est l’arrangement d’hyperplans généralisé Int.H/.

Nous allons définir le rang d’un arrangement A, qui permettra de décrire la géométrie de Uni.A/.

Définition 2.4. Nous donnons la notion de rang pour des parties finies de H et de Hn. D’après la deuxième
observation de la remarque 2.2, cela induit une notion de rang pour les arrangements algébriques et
tubulaires ouverts ou fermés.

— Si A�H, on se donne, pour tout H 2A, un vecteur aH unimodulaire tel que H D ker.laH
/. On

pose rg.A/D rgOK

�P
H2A OKaH

�
.

— Si A�Hn, on se donne, pour tout H dans A, un vecteur aH unimodulaire dans OdC1K =$nOdC1K

tel que H D ker.laH
/ et QaH un relevé dans OdC1K . On écrit 6

X
H2A

OK QaH D
dM
iD0

$˛iOKei

pour .ei / une base de OdC1K bien choisie. On pose alors rg.A/D cardfi W ˛i < ng. Cette quantité
ne dépend pas des choix des aH et de leur relevé. Intuitivement, le rang correspond à rg.A/ D
rgOK=$nOK

�P
H2A.OK=$nOK/aH

�
.

2B. La suite spectrale associée à un arrangement. Dorénavant, pour tout arrangement d’hyperplans
A, nous verrons Int.A/ et Uni.A/ comme des L-espaces analytiques par extension des scalaires. Si H
désigne la cohomologie de de Rham ou la cohomologie d’un faisceau F sur le site étale ou analytique,
on a

E
�r;s
1 D

M
.Hi /0�i�r2ArC1

Hs.Pdrig;L;Uni.fHig//) Hs�r.Pdrig;L; Int.A//; (1)

5. Dans le cas des arrangements algébriques généralisés, il est nécessaire de demander à ce que K soit de valuation discrète
et de corps résiduel fini pour que les projections d’ordre n 2 N forment bien une famille finie de voisinages tubulaires.

6. ˛i peut être infini et dans ce cas on adopte la convention $1 D 0.
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où A est un arrangement algébrique tubulaire d’ordre n ouvert ou fermé et H.X; Y / représente la
cohomologie de X à support dans X nY , par un argument général de suites spectrales (voir section 2,
proposition 6 et lemme 7 de [Schneider et Stuhler 1991] ainsi que les discussions qui précèdent).

Soit A un arrangement (algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et B �A non vide de cardinal r C 1.
Nous allons donc chercher à décrire la géométrie de Uni.B/ suivant si A est algébrique, tubulaire ouvert
ou fermé. Si r D 0, Uni.B/ devient un espace affine dans le cas algébrique, une boule ouverte dans le cas
tubulaire ouvert et une boule fermée dans le cas tubulaire fermé.

Supposons maintenant r¤0 et posons tC1D rg.B/. Par hypothèse, on a t¤0. Nous allons construire en
suivant [Schneider et Stuhler 1991, §1, Proposition 6] une fibration f WUni.B/!Ptrig;L. Les fibres seront
des espaces affines dans le cas algébrique, des boules ouvertes dans le cas tubulaire ouvert et des boules
fermées dans le cas tubulaire fermé. Pour chaque Hi 2 B, choisissons un vecteur unimodulaire de KdC1

de la même manière que dans la définition 2.4 et écrivons M WD
P
0�i�r OKai �M0 WD

P
0�i�d

OKei
où .ei / est la base canonique de KdC1. Réalisons un changement de base similaire à la définition 2.4
(licite d’après la remarque 1.2) pour obtenir des entiers positifs croissants .˛i /0�i�d tels que ˛0 D 0 et
obtenir une décomposition M D

P
0�i�d $

˛iOKei �M0D
P
0�i�d OKei . On a alors les descriptions

suivantes de Uni.B/, avec la convention que pour la suite on choisit un représentant unimodulaire de
chaque point Œb0; : : : ; bd �, i.e., tel que max0�i�d jbi j D 1 :

� Dans le cas algébrique,

Uni.B/DZdt WD fz D Œb0; : : : ; bd � 2 Pdrig;L; 9i � t; bi ¤ 0g:

� Dans le cas tubulaire fermé, posons ˇ D .ˇi /0�i�t D .n�˛i /0�i�t et notons

Uni.B/DXdt .ˇ/ WD fz D Œb0; : : : ; bd � 2 Pdrig;L; 9i � t; jbi j � j$ j
ˇi g:

� Dans le cas tubulaire ouvert, posons  D .i /0�i�t D .nC 1�˛i /0�i�t et notons

Uni.B/D Y dt ./ WD fz D Œb0; : : : ; bd � 2 Pdrig;L; 9i � t; jbi j> j$ j
i g:

La flèche f donnée par Œb0; : : : ; bd � 7! Œb0; : : : ; bt � induit bien des fibrations 7 Xdt .ˇ/ ! Ptrig;L,
Y dt ./ ! Ptrig;L ainsi que Zdt ! Ptrig;L. Soient V.ˇ/ D fV.ˇ/ig, VV./ D f VV ./ig et V D fVig les
recouvrements admissibles de Ptrig;L, où

V.ˇ/i D
n
z D Œz0; : : : ; zt � 2 Ptrig;L;8j � t;

ˇ̌̌
zi
$ˇi

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌
zj

$ ǰ

ˇ̌̌o
;

VV ./i D
n
z D Œz0; : : : ; zt � 2 Ptrig;L;8j � t;

ˇ̌̌
zi
$i

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌
zj
$j

ˇ̌̌o
;

Vi D fz D Œz0; : : : ; zt � 2 Ptrig;L; zi ¤ 0g:

7. La flèche f est bien définie sur ces espaces.
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Alors, Xdt .ˇ/! Ptrig;L se trivialise sur V.ˇ/, de même pour Y dt ./! Ptrig;L sur VV./ et Zdt ! Ptrig;L

sur V , c’est-à-dire

f �1.V .ˇ/i /Š V.ˇ/i �Bd�tL .�ˇi /;

f �1. VV ./i /Š VV ./i � VB
d�t
L .�i /;

f �1.Vi /Š Vi �Ad�t ;

par le biais de l’application

Œz0; : : : ; zd � 7! Œz0; : : : ; zt ��
�
ztC1
zi

; : : : ;
zd

zi

�
:

Appelons U D fUig le recouvrement adapté (au cas algébrique, tubulaire ouvert ou fermé) et Fi la
fibre sur Ui (soit Bd�tL .�ˇi / pour les tubulaires fermés, VBd�tL .�i / pour les tubulaires ouverts, Ad�t

dans le cas algébrique). La variable sur la base Ptrig;L sera notée z D Œz0; : : : ; zt �, et celle de la fibre,
w D .w1; : : : ; wd�t /. Sur chaque intersection 8 Ufi;j g, l’application de transition rend commutatif le
diagramme

f �1.Ufi;j g/
�
//

Id
��

Ufi;j g �Fi

Id�mzi =zj

��

f �1.Ufi;j g/
�
// Ufi;j g �Fj

où mzi=zj
est l’homothétie de rapport zi=zj . On écrira f �.V.ˇ// D ff �1.V .ˇ/i /g, f �. VV.// D

ff �1. VV ./i /g, f �.V/D ff �1.Vi /g les recouvrements de Xdt .ˇ/, Y
d
t ./, Z

d
t obtenus.

Dans le cas algébrique, les intersections d’éléments du recouvrement f �.V/ sont des produits de
copies de A1 et de A1nf0g. Dans le cas tubulaire fermé, les intersections sur f �.V.ˇ// sont des produits
de polycouronnes et de polydisques fermés.

Remarquons que si tDd etXd
d
.ˇ/DPdrig;L, la famille des .Xdt .ˇ//ˇ;m;t contient les espaces projectifs.

Enfin, il pourra être utile de renormaliser les variables de Ptrig;L et de les réécrire sous la forme

Qzi D
zi
$ˇi

:

Exemple 2.5. Pour illustrer les constructions précédentes, décrivons ici les affinoïdes Uni.A/ lorsque
A est un arrangement tubulaire fermé d’ordre n � 1 avec jAj D 2. Choisir A revient à se donner deux
hyperplans Ha et Hb différents dans HnC1, ou par dualité, deux vecteurs unimodulaires a et b qui
n’engendrent pas la même droite dans .OK=$nC1/dC1. Quitte à réaliser un changement de variables
dans GLdC1.OK/ (voir la remarque 1.2), on peut trouver une base .ei / de OdC1K telle que 9�

e0 D a; e1 D b si a 6� b mod $;
e0 D a; e0C$

ke1 D b sinon:

8. Pour tout recouvrement fUi gi2S par des ouverts d’un espace rigide X et toute partie finie I � S , on pourra noter pour
simplifier UI WD

T
i2I Ui .

9. Notons que k est le plus grand entier s tel que a� b mod $s et est par conséquent strictement inférieur à nC 1.
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Nous allons raisonner sur ce système de coordonnées.
Dans le premier cas,

VHa.j$
n
j/c D fz 2 Pd .C / W 8j � d; jzj j � j$

�nz0jg;

VHb.j$
n
j/c D fz 2 Pd .C / W 8j � d; jzj j � j$

�nz1jg:

Ainsi Uni.A/D fz 2 Pd .C / W 9i � 1;8j � d; jzi j � j$
nzj jg D X

d
1 .n; n/. Sous cette présentation, le

recouvrement V.ˇ/ avec ˇ D .n; n/ correspond au recouvrement f VHa.j$nj/c ; VHb.j$
nj/cg.

Dans le second cas,

Uni.A/D
˚
z 2 Pd .C / W 8j � d; jzj j � j$

�nz0j ou 8j � d; jzj j � j$�n.z0C$kz1/j
	

D fz 2 Pd .C / W 8j � d; jz0j � j$
nzj j ou 8j � d; jz1j � j$n�kzj jg

DXd1 .n; n� k/:

En particulier, V.ˇ/ avec ˇ D .n; n� k/ est constitué des éléments

VHa.j$
n
j/c D fz 2 Pd .C / W 8i � d; jzi j � j$

�nz0jg;

VHe1
.j$k�n

j/c D fz 2 Pd .C / W 8i � d; jzi j � j$
n�kz1jg:

Notons que les vecteurs a et b jouent un rôle symétrique. En les échangeant, on obtient pour l’union la
présentation

Uni.A/D fz 2 Pd .C / W 8j � d; jz0C$
kz1j � j$

nzj j ou 8j � d; jz1j � j$n�kzj jg DX
d
1 .n; n�k/:

Sous cette présentation, le recouvrement V.ˇ/ associé est alors constitué des éléments

f VHb.j$
n
j/c ; VHe1

.j$n�k
j/cg:

3. Énoncés et stratégies

Dans les énoncés ci-dessous, nous utiliserons systématiquement la topologie analytique. Nous allons
prouver (voir le théorème 4.9, le lemme 4.10, ainsi que les théorèmes 5.1, 5.6, et 7.1) :

Théorème 3.1. (1) Les espaces projectifs, les fibrations Zdt , les arrangements tubulaires fermés et les
arrangements algébriques généralisés Int.A/ sont O.r/-acycliques.

(2) Les sections globales de O.r/ sur les arrangements algébriques généralisés Int.A/ sont constantes.

(3) La cohomologie de O.r/ sur Xdt .ˇ/ est concentrée en degrés 0 et t . Quand t ¤ 0, les sections
globales sont constantes et la cohomologie en degré t s’identifie au complété p-adique deM

˛2Nd�t

j˛j�tC1

Htzar.P
t
zar;OL

;O.�j˛j//˝O.r/L :

Voir le théorème 4.9, le lemme 4.10, le corollaire 5.14 et le théorème 7.1 pour le résultat suivant :
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Théorème 3.2. (1) Les espaces projectifs, les fibrations Zdt , les arrangements tubulaires fermés et les
arrangements algébriques généralisés Int.A/ sont O��-acycliques.

(2) Les sections globales de O�� sur les arrangements algébriques généralisés Int.A/ sont constantes.

(3) La cohomologie de O�� sur Xdt .ˇ/ est concentrée en degrés 0 et t . Les sections globales sont
constantes quand t ¤ 0.

Le résultat suivant est une combinaison des théorèmes 6.1, 6.7, 6.10 et 7.1.

Théorème 3.3. (1) Les espaces projectifs vérifient

Hkan.P
t
rig;L;Gm/D

8<:
L� si k D 0;
Z si k D 1;
0 sinon:

(2) La fibration f WXdt .ˇ/! Ptrig;L induit une décomposition en produit direct pour s > 0 :

H�an.X
d
t .ˇ/;Gm/Š H�an.X

d
t .ˇ/;O

��/�H�an.P
t
rig;L;Gm/:

De plus, les sections globales sont constantes quand t ¤ 0.

(3) Les arrangements tubulaires fermés Int.A/ sont Gm-acycliques et

O�.Int.A//=L�O��.Int.A//D ZŒA�0:

(4) Les arrangements algébriques généralisés Int.A/ sont Gm-acycliques et

O�.Int.A//=L� D ZJAK0:

Pour obtenir ces résultats, il faut d’abord calculer la cohomologie de O.r/ sur Xdt .ˇ/ (point 3 du
théorème 3.1) grâce aux résultats d’acyclicité de [van der Put 1982] (voir également le théorème 3.5) et au
calcul de la cohomologie de Čech sur le recouvrement f �.V.ˇ// (voir le théorème 5.1). Plus précisément,
la fibration f permet de relier le complexe de Čech de Xdt .ˇ/ aux complexes de Ptrig;L pour les faisceaux
tordus O.r/.k/ (point 1 du théorème 3.1 et corollaire 5.3 pour un énoncé plus fin). Le résultat se déduit
de la cohomologie des faisceaux O.k/ sur les espaces projectifs algébriques sur OL.

Le résultat d’acyclicité pour les arrangements tubulaires fermés découle de l’annulation de la cohomo-
logie de Xdt .ˇ/ à partir du degré t C 1 et de l’argument combinatoire du lemme 5.7 qui remplace la suite
spectrale (1).

Le transfert des énoncés sur O.r/ à O�� résulte de l’argument sur les logarithmes tronqués du
lemme 5.13. Pour le faisceau Gm, on calcule encore la cohomologie de Čech des fibrations Xdt .ˇ/
sur le recouvrement f �.V.ˇ//. Mais on a pour tout I � J0; tK une décomposition

O�
�
f �1.V .ˇ/I /

�
D L�O��

�
f �1.V .ˇ/I /

�
�

D
zi
zj
W i; j 2 I

E
Z -Mod

qui induit les décompositions de la cohomologie du point 2 du théorème 3.3 (voir théorème 6.1) et celle
des sections inversibles au théorème 3.3 point 3 (voir corollaire 5.14). Nous notons aussi que le complexe
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induit par les facteurs directs hzi=zj W i; j 2 I iZ -Mod est celui apparaissant en géométrie algébrique, ce
qui permet d’établir le point 1 du théorème 3.3 par comparaison. D’après ce qui précède, on sait que la
cohomologie de Xdt .ˇ/ s’annule à partir du degré t C 1, ce qui nous donne l’acyclicité des arrangements
tubulaires fermés pour Gm, toujours grâce au lemme combinatoire 5.7.

Pour ce qui est des arrangements algébriques généralisés A, ils peuvent être approximés par des
arrangements tubulaires fermés compatibles An d’ordre n. On dispose pour tout s > 0 de la suite exacte

0! R1 lim
 ��
n

Hs�1an .Int.An/;Gm/! Hsan.Int.A/;Gm/! lim
 ��
n

Hsan.Int.An/;Gm/! 0:

Le calcul dans le cas tubulaire fermé induit l’annulation de la cohomologie de Gm pour s > 1 et l’égalité
H1an.Int.A/;Gm/ D R1 lim

 ��n
O�.Int.An//. Il s’agit alors de prouver R1 lim

 ��n
O�.Int.An// D 0. D’après

la décomposition au théorème 3.3 point 3 et la proposition 4.5, il suffit de trouver une constante c
indépendante de n pour laquelle on a l’inclusion

O.r/.Int.An//�O.r/L C$O.r/.Int.An�c//:

Pour établir cette identité, on raisonne par récurrence sur le rang de Int.An/ et on se ramène à montrer
(voir corollaire 5.10 et lemme 5.11 pour voir que cette condition est bien suffisante) que l’image de la
flèche

Hrg.An/�1
an .Uni.An/;O.r//! Hrg.An/�1

an .Uni.An�1/;O.r//

est contenue dans$Hrg.An/�1
an .Uni.An�1/;O.r//. Grâce au théorème 3.1 point 1, on peut voir ces groupes

de cohomologie comme des sous-groupes des fonctions bornées de polycouronnes (voir remarque 5.5)
dont les flèches de restriction sont explicites et bien comprises d’après le lemme 4.2. Le résultat découle
alors de ce cas particulier.

Étudier la cohomologie des arrangements tubulaires fermés via les espaces Xdt .ˇ/ est semblable à
la stratégie de [Schneider et Stuhler 1991]. Par exemple, le point 3 du théorème 3.1 imite l’axiome
d’homotopie de [Schneider et Stuhler 1991, §2]. S’intéresser à O.r/ puis à O�� et enfin à Gm rappelle la
preuve de [van der Put 1982, Theorem 3.25]. L’argument de passage à la limite s’inspire de [Colmez et al.
2020a, section 1.2].

Remarque 3.4. — Tous les calculs sur la cohomologie de Čech qui apparaissent dans la preuve de
ces résultats peuvent être réalisés quand K est de caractéristique p. Cette observation suggère que ces
résultats peuvent aussi être vérifiés dans ce cadre. Toutefois, nous ne voyons pas comment adapter la
preuve du lemme crucial 5.13 dans ce cas. En particulier, nous ne sommes pas en mesure d’établir un
analogue du théorème 3.2 ainsi que de sa conséquence le théorème 3.3 en caractéristique p.

— Nous avons choisi de ne pas étudier les arrangements tubulaires ouverts, même si certains raison-
nements semblent pouvoir être adaptés. En fait, ces arrangements peuvent s’écrire comme des unions
croissantes d’arrangements tubulaires fermés où l’on s’est autorisé des ordres rationnels. Si l’on pouvait
établir des résultats similaires pour ces généralisations (la combinatoire des unions est similaire dans ce
cadre), on pourrait alors grâce à la suite exacte (8) montrer que la cohomologie des faisceaux étudiés est
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concentrée en degrés 0 et 1. Un travail futur pourrait chercher à savoir si on a encore l’acyclicité pour les
intersections des arrangements tubulaires ouverts lorsque le corps L est sphériquement clos.

Tous nos calculs utilisent de manière cruciale le résultat suivant de van der Put [1982, Theorems 3.10,
3.15, 3.25], décrivant la cohomologie de quelques affinoïdes simples.

Théorème 3.5 (van der Put). Les produits de polycouronnes et polydisques fermés 10 n’ont pas de
cohomologie analytique en degré strictement positif pour

(1) les faisceaux constants,

(2) le faisceau O.r/,

(3) le faisceau OC en dimension 1,

(4) le faisceau Gm.

Remarque 3.6. Un théorème de Bartenwerfer [1982] affirme que les boules fermées sont aussi acycliques
pour le faisceau OC, en toute dimension. Nous ne savons pas si ce résultat est encore vrai pour les
couronnes (sauf en dimension 1, comme indiqué). Si c’était le cas, beaucoup des résultats à suivre
pourraient aussi être énoncés pour OC.

4. Cas des arrangements algébriques

Nous traitons d’abord le cas des arrangements algébriques. L’énoncé suivant est un analogue du
corollaire 5.12 dans le cas particulier des polycouronnes où le résultat est direct. Pour sa généralisation au
corollaire 5.12, nous nous ramenons à ce cas particulier grâce au point technique du corollaire 5.4. Une
fois ce résultat établi, les méthodes dans le cas algébrique sont relativement similaires au cas algébrique
généralisé.

Lemme 4.1. On considère le produit de polycouronnes et de polydisques

U D fx D .x1; : : : ; xd / 2 Adrig;L W 8i; j$ j
�ri � jxi j � j$ j

si g

où .ri /i et .si /i sont des entiers. 11 De même, on considère

V D fx D .x1; : : : ; xd / 2 Adrig;L W 8i; j$ j
�ri�1 � jxi j � j$ j

siC1g:

Alors, on a
OC.V /�OLC$OC.U /:

Démonstration. La description des espaces U et V nous fournit un système de coordonnées commun .Xi /i .
La famille de monômes � Y

i W�i�0

.$riXi /
�i

Y
j W�j<0

�
$sj

Xj

���j�
�2E

10. Plus généralement, les polydisques généralisés au sens de [van der Put 1982, §3.9].
11. On s’autorisera si D1 pour les facteurs isomorphes à une boule fermée.
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forme une base de Banach 12 de O.U / avec

E WD f� 2 Zd W �j � 0 si sj D1g:

Il en est de même pour la famille� Y
i W�i�0

.$riC1Xi /
�i

Y
j W�j�0

�
$sjC1

Xj

��j�
�2E

sur O.V /. Mais on remarque que pour tout �
�
avec j�j D

P
j �j

�
,Y

i W�i�0

.$riC1Xi /
�i

Y
j W�j�0

�
$sjC1

Xj

��j
D$ j�j

Y
i W�i�0

.$riXi /
�i

Y
j W�j�0

�
$sj

Xj

��j
:

Il est alors aisé de voir que si une section à puissance bornée de V n’a pas de terme constant, sa restriction
est dans $OC.U /. �

Nous avons une version relative de ce résultat :

Lemme 4.2. Soit Y un affinoïde sur L et soient U , V les affinoïdes définis dans le lemme précédent. On a
alors

OC.Y �V /� OC.Y /C$OC.Y �U/:

Démonstration. C’est le même argument que pour le lemme 4.1 et cela s’obtient en comparant les
développements uniques en série sur les deux espaces U , V :

Lemme 4.3. Soit Y D Sp.A/ un affinoïde réduit sur L, et soit U comme précédemment. Toute section de
Y �U admet une écriture uniqueX

�

f�Z
� avec f� 2 O.Y / et kf�kY kZ�kU ! 0

où la variable � parcourt l’ensemble des vecteurs 13 de Zd tels que �i � 0 quand si D1. De plus, la
norme spectrale vérifie l’identité

P
� f�Z

�

Y�U

Dmax�kf�kY kZ�kU .

Démonstration. On commence par établir deux identités classiques sur `01.OL/. Donnons-nous une
OL-algèbre plate normée complète, alors les flèches naturelles 14 `01.OL/ ! `01.B/ et `01.B/ !

12. Rappelons ici cette notion. Pour cela, considérons A une L-algèbre (ou une OL-algèbre) normée complète et `01.A/
l’ensemble des suites à valeurs dans A dont le terme général tend vers 0 muni de la norme k.an/nk1 WDmaxnjanj. Une base de
Banach d’un A-module normé complet M est une famille .en/n 2MN telle que l’application .an/n 2 `01.A/ 7!

P
anen 2M

est bien définie et réalise une isométrie entre les espaces `01.A/ et M .
13. C’est-à-dire que � 2E en reprenant les notations de la preuve du lemme 4.1.
14. Décrivons la topologie sur le module BŒ1=$�. Étant donné une norme sur B définissant la topologie sur cette algèbre,

celle-ci peut être prolongée de manière unique en une norme sur BŒ1=$� qui vérifie la relation kbkBŒ1=$� D j$�k jkb$kkB

pour b 2$�kB � BŒ1=$� (ne dépend pas de k). Cela permet de définir la topologie sur BŒ1=$� où toute base de voisinage de
0 dans B définit aussi une base de voisinage de 0 dans BŒ1=$�. La complétude de BŒ1=$� se déduit alors de celle de B .
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`01.BŒ1=$�/ induisent des isomorphismes

`01.OL/ y̋B Š `
0
1.B/ et `01

�
B
h
1

$

i�
Š `01.B/

h
1

$

i
: (2)

Nous commençons par le deuxième. Vus comme des sous-groupes de BŒ1=$�N, on a une inclusion
évidente entre les modules `01.B/Œ1=$�� `

0
1.BŒ1=$�/. Prouvons celle en sens opposé. Une suite .un/n

dont le terme général tend vers 0 dans BŒ1=$� est à valeurs dans B à partir d’un certain rang N0. En
particulier, on peut trouver un entier k assez grand tel que $kun 2B pour n�N0 et .$kun/n 2 `

0
1.B/,

ce qui prouve l’inclusion voulue.
Intéressons-nous maintenant à la première identité. On a une flèche naturelle `01.OL/˝B! `01.B/ et

nous voulons montrer que c’est un isomorphisme lorsqu’on complète. Les suites à support fini `c.OL/�
`01.OL/ et `c.B/ � `01.B/ forment des sous-groupes denses qui vérifient `c.B/Š `c.OL/˝B et cet
isomorphisme s’étend par continuité.

Revenons à la situation de l’énoncé. Par hypothèse de réduction sur Y ,AC est un anneau de définition 15

de A. Ainsi, on a

O.Y �U/D .AC y̋OL
OC.U //

h
1

p

i
:

Les identités (2) montrent qu’une base de Banach de OC.U / définit aussi une base de Banach sur
O.Y �U/. On en déduit l’existence et l’unicité de l’écriture en somme voulue.

Prouvons l’égalité pour la norme spectrale. D’après la discussion précédente, développons une section
sous la forme 16 f D

P
� f�Z

�=kZ�k et appelons � W Y �U ! Y la projection. Pour tout y 2 Y.C /, la
norme spectrale sur ��1.y/ est donnée par max�.jf�.y/j/; voir le cas d’un corps. La norme spectrale
totale vérifie kf kY�U Dmaxykf k��1.y/Dmaxy max�.jf�.y/j/Dmax�.jf� j/ et on en déduit l’égalité
voulue. �

Nous avons aussi un résultat similaire pour les fonctions inversibles des couronnes relatives.

Lemme 4.4. Soient I � J1; nK, .si /i2I et .ri /i2I des nombres rationnels tels que si � ri pour tout i ,
Sp.A/ un L-affinoïde réduit et connexe, et soit D la polycouronne

f.x1; : : : ; xn/ 2 BnL W j$ j
si � jxi j � j$ j

ri si i 2 I g:

Alors

O�.D �Sp.A//D O�.Sp.A//O��.D �Sp.A//� hxi W i 2 I iZ -Mod:

Le résultat reste vrai si la polycouronne D est ouverte.

Démonstration. Supposons vrai le cas d’une couronne fermée et montrons le résultat dans le cas d’une
couronne ouverte. On se donne un recouvrement croissant D D

S
nDn par des couronnes fermées, et on

15. C’est-à-dire que AC est une OL-algèbre topologique plate et p-adiquement complète telle que A est homéomorphe à
ACŒ1=$� (voir note 14 pour la topologie sur ACŒ1=$�).

16. On rappelle l’égalité kZ�k D
Q
i W�i�0

$�i ri
Q
j W�j<0

$��j sj pour � 2E.
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note pour simplifier DA D SpA�D (idem pour Dn;A). On a alors par hypothèse que

O�.DA/D
\
n

O�.Dn;A/D

�\
n

A�O��.Dn;A/

�
� hxi W i 2 I iZ -Mod:

Il s’agit d’établir
T
nA
�O��.Dn;A/D A

�O��.DA/.
Prenons u dans cette intersection et écrivons u D �n.1C hn/ dans chaque A�O��.Dn;A/. Fixons

n0 2 N, alors pour tout n > n0, on observe que

�n

�n0

D
1C hn0

1C hn
2 O��.Dn0;A/\A

�
D A��;

donc u=�n0
D .�n=�n0

/.1 C hn/ 2
T
n O��.Dn;A/ D O��.DA/ et ainsi u 2 �n0

O��.DA/. L’autre
inclusion étant claire, on en déduit le résultat pour les couronnes ouvertes.

On suppose maintenant la couronne D fermée. Par récurrence sur nD dimD, on se ramène au cas
nD 1 et à la distinction I D f1g ou I D∅. En effet, en dimension supérieure, D se décompose comme
un produit de couronnes fermées D DD0 �D00 obtenu en projetant sur la dernière coordonnée pour D00,
et sur les autres pour D0. On a, par hypothèse de récurrence sur D00,

O�.DA/D O�.D0A/O
��.DA/� hxi W i 2 I \fngiZ -Mod:

Par hypothèse de récurrence pour D0, on a O�.D0A/D A
�O��.D0A/� hxi W i 2 I et i < niZ -Mod. On en

déduit le résultat voulu.
Supposons dimD D 1 et notons x la variable sur D. Commençons par le cas où A est une extension

complète du corps L. Étant donné une fonction f inversible sur DA, on peut trouver, d’après [Fresnel et
van der Put 2004, Corollary 2.2.4], une fraction rationnelle g n’ayant aucun pôle ni zéro sur DA. yxA/� yxA
telle que f=g 2 O��.DA/. Il est alors suffisant de prouver l’existence d’un entier relatif k et d’une
constante �2A� telle que .g=�xk/O��.DA/. Écrivons g en un produit de monômes c

Q
m2M .x�m/

˛m

avec M � yxA, et décomposons l’ensemble en M DMCqM� avec

MC D fm 2M W jmj> j$ jr1g et M� D fm 2M W jmj< j$ js1g:

Comme le groupe de Galois absolu de A agit par isométrie sur yxA, on a
Q
m2MC m

˛m 2 A. De plus, on
observe les relations

.x�m/=.�m/D 1� x=m 2 O��.D yxA
/ si m 2MC;

.x�m/=x D 1�m=x 2 O��.D yxA
/ si m 2M�:

On pose alors k WD
P
m2M� ˛m et c

Q
m2MC.�m/

˛m 2 A de telle manière que

g

�xk
2 O��.D yxA

/\O.DA/D O��.DA/;

ce qui établit le cas d’un corps.
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Revenons au cas général et montrons qu’il découle du cas particulier des corps. Soit u une section
inversible de DA, alors pour tout z 2 Sp.A/ on a une décomposition

u.z/D �z.1C hz/x
ˇz 2 O�.Sp.K.z//�D/D O�.Dz/ (3)

avec �z 2K.z/�, hz 2 OCC.Dz/ et ˇz 2 Z. Si I D∅, on a ˇz D 0 pour tout z. Sinon, nous montrons
que la fonction z 7! ˇz est continue sur SpA, d’où localement constante. Soit z0 2 SpA fixé, quitte à
multiplier u par x�ˇz0 , on peut supposer ˇz0

D 0. On écrit u comme une somme grâce au lemme 4.3, soit

a0C
X
�>0

a�

�
x

$r

��
C

X
�>0

a��

�
$s

x

��
D a0C Qu

avec a�! 0 pour le filtre des parties finies. Si I D∅, on a a� D 0 si � < 0. Notons que la décompositionP
� a�.z0/x

� D �z0
.1C hz0

/ entraîne

a0.z0/ 2 �z0
K.z0/

�� et a�.z0/ 2 �z0
K.z0/

CC (4)

pour tout �¤ 0. On peut trouver un voisinage affinoïde U de z0 dans SpA où �z0
se relève en un élément

inversible Q� 2 O�.U /. Soit N > 0 tel que a� 2 Q�OCC.U / pour tout j�j >N , et on fixe " < 1 dans pQ

tel que ja0.z0/=�z0
� 1j � " et ja�.z0/=�z0

j � " pour tout j�j �N . Considérons l’ouvert affinoïde V de
U donné par

V WD

�
z 2 U W

ˇ̌̌̌
a0.z/

Q�
� 1

ˇ̌̌̌
� " et

ˇ̌̌̌
a�.z/

Q�

ˇ̌̌̌
� " 8j�j �N

�
:

Alors z0 2 V pour " assez proche de 1 d’après (4). On a dans ce cas a0 2 O�.V / avec ja0jV D jQ�j, et
a�= Q� de même que a�=a0 sont dans OCC.V / pour tout � 2 Z. On en déduit que la restriction de u à la
couronne DV D V �D s’écrit sous la forme uD a0.1C Qu=a0/ avec a0 2 O�.V / et Qu=a0 2 OCC.DV /.
Cela montre, par unicité de ˇz dans (3), que pour tout z 2 V on a ˇz D 0 comme voulu. Ainsi, z 7! ˇz

est constante sur les ouverts d’un recouvrement admissible, et donc constante par connexité de SpA.
Supposons maintenant que ˇz D 0 pour tout z 2 SpA. L’argument précédent montre que pour tout

z 2 SpA, on a a0.z/ ¤ 0 et Qu=a0.z/ 2 OCC.Dz/. Donc, on a a0 2 A� et Qu=a0 2 OCC.DA/, ce qui
donne la décomposition voulue,

uD a0

�
1C

Qu

a0

�
2 A�O��.DA/: �

Le résultat intermédiaire au lemme 4.2 est utile au vu du point technique général suivant.

Proposition 4.5. Soit X D
S
n Un D

S
n Sp.An/ une réunion croissante de L-affinoïdes. Supposons

l’existence d’une constante c indépendante de n telle que

OC.UnCc/�OLC$OC.Un/: (5)

Alors les sections globales des faisceaux OC, O.r/, O�� et L�O�� sont constantes et on a

R1 lim
 ��
n

F .Un/D 0



Cohomologie analytique des arrangements d’hyperplans 19

pour F D OC;O.r/;O��; L�O��.

Avant de montrer ce résultat clé, commençons par quelques commentaires sur les hypothèses de
l’énoncé et sur les foncteurs dérivés de la limite projective. La preuve sera en fait une application du
lemme plus général 4.7.

Il est utile d’observer que les conclusions de la proposition sont encore vraies quand on remplace le
faisceau OC par OCC et OL par mL dans l’équation (5). En fait, cela découle de l’observation suivante.

Proposition 4.6. Soit X D
S
n Un D

S
n Sp.An/ une réunion croissante de L-affinoïdes. Soit c un entier

et 0 < r , on a alors les implications

8n > 0;OC.UnCc/�OLC$OC.Un/)8n > 0;O
.r/.UnC2c/�O.r/L C$O.r/.Un/;

8n > 0;O.r/.UnCc/�O.r/L C$O.r/.Un/)8n > 0;O
C.UnC2c/�OLC$OC.Un/:

Démonstration. Les preuves des deux implications sont quasiment identiques et nous ne traiterons que la
première. De plus, quitte à multiplier par une puissance de $ , on peut supposer que j$ j< r � 1.

Prenons f dans O.r/.UnC2c/ et donc dans OC.UnC2c/ par hypothèses sur r . En appliquant deux fois
l’hypothèse, on a la chaîne d’inclusions

OC.UnC2c/�OLC$OC.UnCc/�OLC$2OC.Un/�OLC$O.r/.Un/:

Ainsi, la fonction f s’écrit f D �C$ Qf avec Qf 2 O.r/.Un/ et � 2OL. En particulier, �D f �$ Qf 2
OL\O.r/.Un/DO.r/L et on en déduit la décomposition voulue. �

Décrivons les quelques propriétés des foncteurs dérivés de la limite projective que nous allons utiliser.
Pour A un anneau, 17 I un ensemble ordonné filtré, la catégorie des systèmes projectifs en A-modules
indexés par I est abélienne et possède suffisamment d’objets injectifs (voir [Jensen 1972, paragraphe 1]),
et le foncteur « limite projective » admet des foncteurs dérivés à droite que l’on notera Ri lim

 ��j2I
.

Dans toute la suite, nous n’étudierons que des systèmes projectifs sur I D N. Un des résultats les plus
importants dans ce cas est l’annulation de la plupart des foncteurs dérivés [Jensen 1972, théorème 2.2] :

8i � 2; Ri lim
 ��
n

D 0: (6)

On peut de plus calculer le premier foncteur dérivé (d’après [Jensen 1972, remarque après le théorème 2.2])
et ce dernier s’inscrit dans une suite exacte

0! lim
 ��
n

Mn!

Y
n

Mn
ı
�!

Y
n

Mn! R1 lim
 ��
n

Mn! 0 (7)

avec ı..mn/n/D .mn�'nC1.mnC1//n, où 'nC1 WMnC1!Mn est une des fonctions de transition du
système projectif. Par abus, les éléments de

Q
nMn seront appelés cocycles et ceux dans Im ı seront des

cobords.

17. Au vu de la propriété d’invariance décrite dans [Jensen 1972, remarque 1.10], on pourra toujours supposer AD Z.
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Précisons la situation dans laquelle nous allons appliquer ces résultats. Prenons X un espace rigide,
U D fUng un recouvrement admissible croissant par des ouverts affinoïdes et F un faisceau sur X .
En explicitant le complexe de Čech sur ce recouvrement, on obtient grâce à la suite exacte (7) les
identifications

LH0.X;U ;F /Š lim
 ��
n

F .Un/ et LH1.X;U ;F /Š R1 lim
 ��
n

F .Un/:

On peut aussi exprimer la cohomologie de X en fonction de celle des ouverts Un. Plus précisément, la
composition des foncteurs � et lim

 ��n
nous fournit une suite spectrale

E
i;j
2 D Ri lim

 ��
n

Hjan.Un;FjUn
/) HiCjan .X;F /

qui dégénère d’après le résultat d’annulation (6). On obtient une suite exacte pour tout s (avec pour
convention H�1an .Un;FjUn

/D 0) :

0! R1 lim
 ��
n

Hs�1an .Un;FjUn
/! Hsan.X;F /! lim

 ��
n

Hsan.Un;FjUn
/! 0: (8)

Comme dans le raisonnement précédent, on peut encore interpréter cette suite exacte comme résultant de
la dégénérescence de la suite spectrale de Čech sur le recouvrement U grâce à (6).

Nous allons maintenant prouver l’annulation de R1 lim
 ��n

Mn pour des systèmes projectifs .Mn/n

particuliers.

Lemme 4.7. Soit une suite décroissante de groupes abéliens complets .Gn/n dont la topologie est
induite par des bases de voisinage formées de sous-groupes ouverts .G.i/n /i avec Gn DG

.0/
n . Supposons

G
.i/
nC1 �G

.i/
n pour tous i; n (en particulier, les inclusions sont continues).

S’il existe un sous-groupe H �
T
nGn fermé dans chaque Gn (i.e., H D

T
i H CG

.i/
n pour tout n)

vérifiant
G
.i/
nCc �H CG

.iC1/
n (9)

pour une constante c indépendante de i et n, alors\
n

Gn D lim
 ��
n

Gn DH et R1 lim
 ��
n

Gn D 0:

Démonstration. On veut déterminer lim
 ��n

Gn et donc établir l’inclusion
T
nGn �H , l’autre étant vérifiée

par hypothèse. D’après (9), on vérifie aisément par récurrence l’inclusion Gcn �H CG
.n/
0 pour tout n,

d’où \
n

Gcn �
\
n

H CG
.n/
0 DH

par hypothèse de fermeture de H .
Calculons maintenant le groupe R1 lim

 ��n
Gn. Prenons un cocycle .fn/n et montrons que c’est un cobord.

Toujours d’après (9), on peut trouver par récurrence une suite 18 .hn/n 2HN telle que pour tout n, k et

18. Il suffit de montrer l’inclusion G.i/
nCkcCr

�G
.iCk/
n CH . Comme on a l’inclusion G.iCk/nCr �G

.iCk/
n , on peut supposer

r D 0. Quand k D 1, le résultat est exactement l’hypothèse (9). Supposons, pour tous i et n, le résultat vrai pour un entier k fixé,
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r < c, on a

fnCkcCr � hnCkcCr 2G
.k/
n :

Dans ce cas, la somme
P
m�n fm� hm converge dans Gn pour tout entier n et vérifie

ı

�� X
m�n

fm� hm

�
n

�
D .fn/n� .hn/n:

Donnons-nous Qh0 2 H et construisons par récurrence une suite . Qhn/n telle que QhnC1 D Qhn � hn, i.e.,
ı.. Qhn/n/D .hn/n. On en déduit que .fn/n est en fait le cobord ı

��P
m�n fm� hm

�
n
C . Qhn/n

�
. �

Démonstration de la proposition 4.5. Les constantes F .Un/\L forment des fermés de F .Un/ pour
FDOC;O.r/;O��; L�O��. Les suites décroissantes .OC.Un//n et .O.r/.Un/n/ de groupes topologiques
vérifient clairement l’inclusion (9) et la proposition 4.6 par hypothèse. Montrons que c’est encore le cas
pour les suites .L�O��.Un//n et .O��.Un//n. Raisonnons uniquement pour le second, le premier s’en
déduira aisément. Soit 1C$kf avec f 2 OCC.Un/, on peut trouver une constante � 2 mL telle que
f �� 2$OCC.Un�1/. Alors, on a

1C$kf

1C$k�
D 1C$k f ��

1C$k�
2 1C$kC1OCC.Un�1/:

La proposition 4.5 est alors une conséquence directe du lemme précédent. �

La base canonique .ei /0�i�d de KdC1 définit une collection de d C 1 hyperplans V C.zi /� Pdrig;L et
on note B l’arrangement algébrique fV C.zi /g0�i�r .

Corollaire 4.8. L’espace Int.B/ défini plus haut est acyclique pour les faisceaux O.r/, O�� et Gm. Les
sections globales de OC et O�� sont constantes et

O�.Int.B//D L� �T

avec T D hzi=z0 W 1� i � riZ -Mod.

Démonstration. On voit cet arrangement d’hyperplans comme le produit .A1rig;Lnf0g/
r �Ad�rrig;L. On le

recouvre par .Xn/n où, en posant xi D zi=z0,

Xn D
˚
x D .x1; : : : ; xd / 2 Adrig;L W 8i � r; j$ j

�n
� jxi j � j$ j

n;8j � r C 1; j$ j�n � jxj j
	
:

On a la suite exacte

0! R1 lim
 ��

Hs�1an .Xn;F /! Hsan.Int.B/;F /! lim
 ��

Hsan.Xn;F /! 0:

on a alors une chaîne d’inclusions
G
.i/
nC.kC1/c

�G
.iC1/
nCkc

CH �G
.iCkC1/
n CH

(par (9) pour la première et par hypothèse de récurrence pour la seconde), ce qui termine l’argument.
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Mais Int.B/D
S
nXn est un recouvrement admissible constitué de produits de polycouronnes et poly-

disques, chacun des termes est acyclique pour les faisceaux O.r/, O�� et Gm d’après le théorème 3.5,
d’où, pour s > 0,

lim
 ��

Hsan.Xn;F /D 0 et Hsan.Int.B/;F /D R1 lim
 ��

Hs�1an .Xn;F /:

Grâce au lemme 4.2, on peut appliquer la proposition 4.5 et on en déduit l’énoncé pour les faisceaux O.r/

et O��. On obtient aussi l’annulation de la cohomologie de Gm en degré supérieur ou égal à 2.
D’après le lemme 4.4, on a une décomposition en produits directs du système projectif 19 .O�.Xn//n,

c’est-à-dire

.O�.Xn//n D .L
�O��.Xn//n � .T /n:

Ainsi O�.Int.B//D lim
 ��n

L�O��.Xn/� lim
 ��n

T D L� �T (en utilisant la proposition 4.5) et

PicL.Int.B//D R1 lim
 ��
n

L�O��.Xn/�R1 lim
 ��
n

T D 0: �

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de cette section :

Théorème 4.9. Les arrangements algébriques sont O.r/, O��-acycliques et les sections globales sont
constantes.

Lemme 4.10. Les fibrationsZdt sont acycliques pour O.r/ et O��, et les sections globales sont constantes.

Démonstration. On raisonne sur la suite spectrale de Čech pour le recouvrement f �.V/ de Zdt . D’après le
corollaire 4.8, chaque intersection est O.r/-acyclique et on se ramène à calculer la cohomologie de Čech
sur le recouvrement f �.V/ qui est isomorphe à LC�.Zdt ; f �.V/;O

.r/
L /. Mais le nerf du recouvrement est

le simplexe standard �t de dimension t , qui est contractile. Ceci montre l’annulation de la cohomologie
en degré supérieur ou égal à 1. On obtient aussi aisément que O.r/.Zdt /DO.r/L . On raisonne de même
pour O��. �

Démonstration du théorème 4.9. D’après le lemme 4.10 et l’identification Pdrig;LDZ
d
d

, la flèche d’inclusion
Zdt ! Pdrig;L induit alors des isomorphismes

Hsan.P
d
rig;L;O

.r//Š Hsan.Z
d
t ;O

.r//

pour tout s positif. D’où l’annulation de Hsan.P
d
rig;L; Z

d
t ;O

.r//. Alors la suite spectrale (1) dégénère et on
obtient Hsan.P

d
rig;L; Int.A/;O.r//D 0 pour tout s. Ce qui se traduit par

Hsan.Int.A/;O.r//D
�
O.r/L si s D 0;
0 sinon:

On raisonne de même pour O��. �

19. Où T est vu comme un système projectif constant.
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5. Cohomologie analytique à coefficients dans O.r/

5A. Cohomologie des fibrations Xd
t .ˇ/. Nous allons chercher à déterminer la cohomologie des espaces

Xdt .ˇ/. Commençons par faire quelques rappels sur les faisceaux localement libres de rang 1 sur Ptrig;L

et Ptzar;L. Dans le cas algébrique, ils sont décrits par les faisceaux tordus OPt
zar;L

.k/ avec k dans Z.
Ce faisceau se trivialise sur le recouvrement usuel V et les fonctions de transition font commuter le
diagramme 20 suivant (voir note 8 pour la notation Vfi;j g) :

OPt
zar;L

.k/jVfi;jg

�
//

Id
��

OVi
jVfi;jg

m
.Qzi =Qzj /�k

��

OPt
zar;L

.k/jVfi;jg

�
// OVj
jVfi;jg

(10)

En géométrie rigide, on peut encore définir les faisceaux tordus OPt
rig;L

.k/, OC
Pt

rig;L
.k/ (version à

puissance bornée) et O
.r/

Pt
rig;L

.k/ grâce aux mêmes morphismes de transition :

OC
Pt

rig;L
.k/jV.ˇ/fi;jg

�
//

Id
��

OC
V.ˇ/i

jV.ˇ/fi;jg

m
.Qzi =Qzj /�k

��

OC
Pt

rig;L
.k/jV.ˇ/fi;jg

�
// OC
V.ˇ/j

jV.ˇ/fi;jg

On rappelle que l’on a bien Qzi= Qzj 2 OC.V .ˇ/fi;j g/. On construit grâce à un diagramme similaire
OPt

rig;L
.k/ et O

.r/

Pt
rig;L

.k/. D’après GAGA (voir aussi théorème 6.1 pour une démonstration plus élémentaire),
les OPt

rig;L
.k/ sont les seuls faisceaux localement libres de rang 1. Nous pouvons aussi définir ces

faisceaux tordus sur les fibrations Xdt .ˇ/ en tirant en arrière par f , i.e., OXd
t .ˇ/

.k/ D f �OPt
rig;L

.k/,
OC
Xd

t .ˇ/
.k/D f �OC

Pt
rig;L

.k/ et O
.r/

Xd
t .ˇ/

.k/D f �O
.r/

Pt
rig;L

.k/. L’un des points techniques de l’argument du
lemme 6.5 permettra de montrer que OXd

t .ˇ/
.k/D OPd

rig;L
.k/jXd

t .ˇ/
.

Dans le cas algébrique, la cohomologie de Zariski de ces faisceaux tordus est connue et peut être
trouvée dans [Hartshorne 1977, Theorem 5.1, Section III] par exemple. Pour tout anneau A et pour k
un entier, la cohomologie de OPt

zar;A
.k/ est concentrée en degré 0 si k est positif et en degré t si k est

strictement négatif. Plus précisément, on a des isomorphismes

H0zar.P
t
zar;A;O.k//Š AŒT0; : : : ; Tt �k si k est positif;

Htzar.P
t
zar;A;O.k//Š

�
1

T0 � � �Tt
A
h
1

T0
; : : : ;

1

Tt

i�
k

si k est négatif;

où AŒT0; : : : ; Tt �k désigne l’ensemble des polynômes homogènes de degré k.
On se propose de calculer la cohomologie de O.r/ des fibrations Xdt .ˇ/. Plus précisément, nous

souhaitons montrer :

20. Dans ce qui suit, on note aussi Qz la variable sur Ptzar;A, i.e., Ptzar;A D Proj.AŒ Qz0; : : : ; Qzt �/.
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Théorème 5.1. — La cohomologie à coefficients dans O.r/.k/ de l’espace projectif Ptrig;L est concentrée
en degré 0 si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. De même, la cohomologie des fibrations
Xdt .ˇ/ est concentrée en degrés 0 et t .

— Plus précisément, on a des isomorphismes

H0an.P
t
rig;L;O

.r/.k//ŠO.r/L ˝OL
H0zar.P

t
zar;OL

;O.k//ŠO.r/L ŒT0; : : : ; Tt �k;

Htan.P
t
rig;L;O

.r/.k//ŠO.r/L ˝OL
H0zar.P

t
zar;OL

;O.k//Š
�

1

T0 � � �Tt
O.r/L

h
1

T0
; : : : ;

1

Tt

i�
k
:

De plus, pour r � r 0, les flèches suivantes sont injectives pour s � 0 :

Hsan.P
t
rig;L;O

.r/.k//! Hsan.P
t
rig;L;O

.r 0/.k//:

— On dispose d’isomorphismes

H0an.X
d
t .ˇ/;O

.r/.k//'
M

˛2Nd�t

j˛j�k

H0an.P
t
rig;L;O

.r/.k� j˛j//I

en particulier, les sections globales des faisceaux O.r/.k/ sont nulles si k < 0 et s’identifient à O.r/L si
k D 0. Enfin, Htan.X

d
t .ˇ/;O

.r/.k// est isomorphe au complété p-adique deM
˛2Nd�t

j˛j�tC1Ck

Htan.P
t
rig;L;O

.r/.k� j˛j//:

Démonstration. Les intersections d’éléments des recouvrements V.ˇ/ et f �.V.ˇ// sont des produits de
polycouronnes et de polydisques fermés dont les polyrayons sont dans jL�j. Ainsi, on se ramène à calculer
la cohomologie de Čech sur les recouvrements V.ˇ/ et f �.V.ˇ// (voir théorème 3.5). De plus, pour toute
section non nulle h de O.r/.V .ˇ/I / ou de O.r/

�
f �1.V .ˇ/I /

�
(voir note 8 pour la notation), il existe une

constante �2O
.r/
L telle que h=� soit de norme 1. On en déduit que O.r/.V .ˇ/I /DOC.V .ˇ/I /˝OL

O
.r/
L

ou que O.r/
�
f �1.V .ˇ/I /

�
D OC

�
f �1.V .ˇ/I /

�
˝OL

O
.r/
L , respectivement. Donc

LC�
�
Ptrig;LIO

.r/.k/; f �.V.ˇ//
�
D LC�

�
Ptrig;LIO

C.k/; f �.V.ˇ//
�
˝OL

O
.r/
L ;

LC�.Xdt .ˇ/IO
.r/.k/;V.ˇ//D LC�.Xdt .ˇ/IO

C.k/;V.ˇ//˝OL
O
.r/
L :

Par platitude, on obtient les isomorphismes au niveau des groupes de cohomologie

LH�
�
Ptrig;LIO

.r/.k/; f �.V.ˇ//
�
D LH�

�
Ptrig;LIO

C.k/; f �.V.ˇ//
�
˝OL

O
.r/
L ;

LH�.Xdt .ˇ/IO
.r/.k/;V.ˇ//D LH�.Xdt .ˇ/IO

C.k/;V.ˇ//˝OL
O
.r/
L ;

et l’injectivité des inclusions quand r varie. Le reste de cette section sera consacré au calcul de ces
groupes de cohomologie de Čech sur OC. Cela repose sur le lemme général suivant :

Lemme 5.2. Soit C� un complexe constitué de Zp-modules plats tel que Hj .C�/ est sans p-torsion pour
tout j . On a alors un isomorphisme naturel Hj .bC�/ ' 2Hj .C�/ où les complétions considérées sont
réalisées suivant la topologie p-adique.
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Démonstration. Soit Aj D Im.d j�1 W Cj�1 ! Cj / et Bj D ker.d j W Cj ! CjC1/. On a une suite
exacte 0! Aj ! Bj ! Hj .C�/! 0, d’où l’exactitude de 0! Aj =pn! Bj =pn! Hj .C�/=pn! 0,
car Hj .C�/ est sans p-torsion, par hypothèse. Par Mittag-Leffler, on obtient encore une suite exacte
0! yAj ! yBj ! 2Hj .C�/! 0. Il suffit donc de montrer que yAj D Im. Od j�1 W yCj�1 ! yCj / et yBj D
ker. Od j W yCj ! yCjC1/. Comme CjC1 (et donc AjC1) est sans p-torsion, on a l’exactitude de la suite
0! Bj =pn! Cj =pn! AjC1=pn! 0, d’où celle de

0! Bj =pn! Cj =pn! CjC1=pn;

car on a montré que AjC1=pn! BjC1=pn! CjC1=pn est injective. En passant à la limite projective
dans les deux suites précédentes, on obtient yBj D ker Od j et yAjC1 Š yCj = yBj D yCj = ker Od j Š Im Od j . �

Corollaire 5.3. La cohomologie de Čech de OC
Pt

rig;L
.k/ sur le recouvrement V.ˇ/ est concentrée en degré 0

si k est positif et en degré t si k est strictement négatif. Plus précisément, on a des isomorphismes

LH0.Ptrig;L;O
C.k/; V .ˇ//ŠOLŒT0; : : : ; Tt �k si k est positif;

LHt .Ptrig;L;O
C.k/; V .ˇ//Š

�
1

T0 � � �Tt
OL
h
1

T0
; : : : ;

1

Tt

i�
k

si k est négatif:

Démonstration. D’après la description des fonctions analytiques de norme spectrale au plus 1 sur un
polydisque ou une polycouronne, le complexe LC�.Ptrig;LIO

C

Pt
rig;L
.k/;V.ˇ// est la complétion p-adique

du complexe LC�.Ptzar;OL
IOPt

zar;OL

.k/;V/. Le lemme 5.2 montre alors que les groupes de cohomolo-
gie de LC�.Ptrig;LIO

C

Pt
rig;L
.k/;V.ˇ// s’identifient aux complétés p-adiques des groupes de cohomologie

H�zar.P
t
zar;OL

;OPt
zar;OL

.k//. Comme ces derniers sont de type fini sur OL, la complétion est en fait inutile,
ce qui permet de conclure. �

Corollaire 5.4. Soit k un entier. La cohomologie de Čech de OC.k/ sur Xdt .ˇ/ pour le recouvrement
f �.V.ˇ// est concentrée en degrés 0 et t . De plus on dispose d’isomorphismes

LH0
�
Xdt .ˇ/;O

C.k/; f �.V.ˇ//
�
'

M
˛2Nd�t

j˛j�k

H0zar.P
t
zar;OL

;O.k� j˛j//I

en particulier, les sections globales des faisceaux O.r/.k/ sont nulles si k < 0 et sont constantes si k D 0.
Enfin, LHt

�
Xdt .ˇ/;O

C.k/; f �.V.ˇ//
�

est isomorphe au complété p-adique deM
˛2Nd�t

j˛j�tC1Ck

Htzar.P
t
zar;OL

;O.k� j˛j//:

Démonstration. Pour tout i 2 I � J0; tK fixé, on a une trivialisation f �1.V .ˇ/I /Š V.ˇ/I �Bd�tL .�ˇi /

(voir note 8 pour la notation V.ˇ/I ). D’après le lemme 4.3, tout �I 2 OC.k/.f �1.V .ˇ/I // admet une
écriture unique qui dépend du choix de l’élément i ,

�I D
X

˛2Nd�t

�
.i/
I;˛.z/

�
w.i/

$�ˇi

�˛
; (11)
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où zD Œz0; : : : ; zt � désigne la variable de V.ˇ/I vu comme un ouvert de Ptrig;L, w.i/D .w.i/1 ; : : : ; w
.i/

d�t
/

est la variable de Bd�t .�ˇi /, les sections �.i/I;˛ sont dans OC.k/.V .ˇ/I / et tendent vers 0 p-adiquement.
On déduit de cette décomposition le fait que le complexe de Čech OC

Xd
t .ˇ/

.k/ sur le recouvrement
f �.V.ˇ// est la complétion de la somme directe

L
˛2Nd�t C�˛ où chaque complexe C�˛ est défini par

Cs˛ WD
M
jI jDsC1

�
w.i/

$�ˇi

�˛
OC.k/.V .ˇ/I /:

D’après le lemme 5.2, il suffit de voir que la cohomologie des complexes C�˛ coïncide avec celle des
faisceaux OPt

zar;OL
.k�j˛j/. Expliquons comment exhiber un tel isomorphisme. La relation w.i/=$�ˇi D

. Qzj = Qzi /.w
.j /=$� ǰ / induit l’identité �.i/I;˛ D . Qzi= Qzj /

k�j˛j�
.j /
I;˛ et on peut voir �I;˛ WD .�

.i/
I;˛/i2I comme

un élément de OC.k� j˛j/.V .ˇ/I /. On en déduit alors pour tout ˛ l’isomorphisme

C�˛ Š LC
�.Ptrig;LIO

C

Pt
rig;L

.k� j˛j/;V.ˇ//:

Le résultat est alors une conséquence du corollaire 5.3. �

Remarque 5.5. En fixant une trivialisation f �1.V .ˇ/I /Š V.ˇ/I �Bd�tL .�ˇi /D Bd�t
V.ˇ/I

.�ˇi / pour
i 2 I D J0; tK, on peut considérer le groupe LHt .Xdt .ˇ/IO

C; f �.V// comme un facteur direct de
OC.Bd�t

V.ˇ/I
.�ˇi //=O

C.V .ˇ/I /.

5B. Cohomologie des complémentaires de tubes d’hyperplans. Nous pouvons maintenant déterminer la
cohomologie de O.r/ d’un arrangement A tubulaire fermé d’ordre n. Nous souhaitons établir :

Théorème 5.6. Les arrangements tubulaires fermés Int.A/ sont O.r/-acycliques.

Cela découle du principe général suivant :

Lemme 5.7. Soit X un L-espace analytique et U D fUi W i 2 I g une famille d’ouverts de X . Soit H
une théorie cohomologique vérifiant la suite exacte longue de Mayer–Vietoris tel que pour toute famille
finie J � I , les unions

S
i2J Ui n’ont pas de cohomologie en degré supérieur ou égal à jJ j. Sous ces

hypothèses, toutes les intersections finies non vides
T
i2J Ui sont acycliques pour la cohomologie H.

Il est à noter que d’après le théorème 5.1, les complémentaires des voisinages tubulaires ouverts
d’hyperplans vérifient les hypothèses pour H, la cohomologie analytique à coefficients dans O.r/. En effet,
pour A un arrangement tubulaire fermé, la cohomologie d’un espace de la forme Uni.B/, avec B �A,
s’annule en degré supérieur ou égal à rg.B/� jBj.

Remarque 5.8. Notons que pour appliquer le lemme 5.7, nous avons seulement utilisé le fait que
la cohomologie des fibrations Xdt .ˇ/ était concentrée entre les degrés 0 et t . Cette propriété se déduit
directement du théorème 3.5 par comparaison avec la cohomologie de Čech sur le recouvrement f �.V.ˇ//.
Nous pouvons alors nous passer du calcul explicite de ces groupes qui constituent le cœur technique de
la preuve du théorème 5.1. Toutefois, la description qui en découle servira de manière cruciale dans la
preuve du lemme 5.11.
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Démonstration. On peut supposer que I D J1; nK et on raisonne par récurrence sur n, le cas nD 1 étant
évident. Supposons que le résultat est vrai pour n� 1. Il suffit de démontrer l’acyclicité de Y D

Tn
iD1 Ui

(les autres intersections étant traitées par l’hypothèse de récurrence). Notons ViDUi\Un pour 1� i�n�1
et observons que Y D V1\ � � � \Vn�1. Il suffit donc (grâce à l’hypothèse de récurrence) de montrer que
la cohomologie de

S
i2J Vi s’annule en degré supérieur ou égal à jJ j quand J � J1; n� 1K. Soit donc

k� jJ j et V J D
S
i2J Vi DU

J \Un, où U J D
S
i2J Ui . Une partie de la suite de Mayer–Vietoris s’écrit

Hk.U J [Un/! Hk.U J /˚Hk.Un/! Hk.V J /! HkC1.U J [Un/:

Puisque kC 1 � jJ [ fngj, le terme HkC1.U J [Un/ s’annule par hypothèse, et il en est de même de
Hk.Un/ et Hk.U J /, donc aussi de Hk.V J /, ce qui permet de conclure. �

Nous pouvons aussi tirer des informations importantes sur les sections globales à puissances bornées
des arrangements Int.A/. Nous commencerons par ce lemme général.

Lemme 5.9. Soit X un espace analytique, F un faisceau en groupes abéliens et U D fUig une famille
d’ouverts de X tel que toute intersection finie 21 UI est F -acyclique. Dans ce cas, on a

F .UI /D
X
J2EI

rJ;I .F .UJ //;

où EI D
˚
J � I W J ¤ ∅ et HjJ j�1an

�S
j2J Uj ;F

�
¤ 0

	
et rJ;I W F .UJ /! F .UI / est la flèche de

restriction.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le cardinal de I . Le résultat est trivial quand ce dernier
vaut 1. Fixons I et supposons le résultat pour toute partie stricte de I . Si HjI j�1an

�S
i2I Ui ;F

�
¤ 0, c’est

tautologique, car I 2EI . Sinon, on a par hypothèse

HjI j�1an

�[
i2I

Ui ;F

�
D LHjI j�1

�[
i2I

Ui ; fUi W i 2 I g;F

�
DF .UI /=

X
i2I

rInfig;I .F .UInfig//D 0:

Mais par hypothèse de récurrence,X
i2I

rInfig;I .F .UInfig//D
X
i2I

X
J2EInfig

rJ;I .F .UJ //D
X
J2EI

rJ;I .F .UJ //;

car EI D
S
i2I EInfig. Le résultat s’en déduit. �

Corollaire 5.10 (décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé, on a

O.r/.Int.A//D
X
B�A

jBjDrg.B/<dC1

O.r/.Int.B//:

21. Voir note 8 pour la notation UI .
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Démonstration. On reprend les notations du lemme précédent. On remarque l’identité 22 EA D fB �A W
jBj D rg.B/ < d C 1g d’après le corollaire 5.4 et on conclut. �

Lemme 5.11. Soit An un arrangement tubulaire fermé d’ordre n>d et An�d la restriction de An d’ordre
n� d . On a l’inclusion

O.r/.Int.An//�O.r/L C$O.r/.Int.An�d //:

Démonstration. D’après le résultat précédent, on peut supposer jAnj D rg.An/ < d C 1. On raisonne par
récurrence sur t D rg.An/� 1. Plus précisément, nous montrons que pour tout arrangement tubulaire
fermé Bm d’ordre m quelconque vérifiant rg.Bm/ � t C 1, on a l’inclusion O.r/.Int.Bm// � O.r/L C
$O.r/.Int.Bm�.tC1///.

Quand t D 0, cela découle du cas de la boule qui a été traité au lemme 4.1. Supposons l’énoncé
vrai pour t � 1 et montrons le résultat pour l’arrangement An de rang t C 1. Notons An�1 la projection
de An d’ordre n� 1. On a des recouvrements naturels Uni.An/D

S
H2An

VH.j$ jn/c et Uni.An�1/DS
H2An

VH.j$ jn�1/ de cardinal 23 t C 1 que l’on notera Acn et Acn�1.
Les intersections d’éléments de Acn ou de Acn�1 sont O.r/-acycliques d’après le théorème 5.6 et on

peut calculer la cohomologie des espaces Uni.An/ et Uni.An�1/ via les complexes de Čech sur ces
recouvrements. Ces derniers sont concentrés entre les degrés 0 et t , on en déduit un isomorphisme 24

Htan.Uni.An/;O.r//Š LCt .Uni.An/;O.r/;Acn/=ı. LCt�1.Uni.An/;O.r/;Acn// (idem pour An�1). De plus,
ces deux recouvrements sont compatibles avec l’inclusion Uni.An�1/� Uni.An/, d’où une flèche entre
les complexes de Čech qui induit le morphisme fonctoriel Htan.Uni.An/;O.r//

'.r/

�!Htan.Uni.An�1/;O.r//.
En explicitant ces complexes, on obtient un diagramme commutatif dont les lignes horizontales sont
exactes :P

a2An
O.r/.Int.Annfag//

��

// O.r/.Int.An//

��

// Htan.Uni.An/;O.r//

��

// 0

P
a2An�1

O.r/.Int.An�1nfag// // O.r/.Int.An�1// // Htan.Uni.An�1/;O.r// // 0

(12)

On veut montrer

Im.'.r//�$Htan.Uni.An�1/;O.r//: (13)

Quand rg.An�1/ < rg.An/, l’inclusion est triviale, car Htan.Uni.An�1/;O.r//D 0.
Si rg.An�1/D rg.An/, on a des isomorphismes compatibles

Uni.An/ŠXdt .ˇ/ et Uni.An/ŠXdt . Q̌/

22. Notons que lorsque l’on a l’égalité jBj D rg.B/ D d C 1, on a Uni.B/ D Pdrig;L qui est O.r/-acyclique d’après le
corollaire 5.3.

23. Nous nous autorisons des répétitions dans le deuxième recouvrement.
24. Ici, ı désigne la différentielle du complexe LC�.Uni.An/;O.r/;Acn/.
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avec Q̌ WD ˇ� .1; : : : ; 1/. D’après la remarque 5.5, Htan.Uni.An/;O.r// est un facteur direct de

O.r/.Bd�tV.ˇ/I
.�ˇi //=O

.r/.V .ˇ/I /

pour I D J0; tK, i 2 I fixé (idem pour Int.An�1/). De plus, la flèche '.r/ est induite (notons l’égalité
V.ˇ/I D V. Q̌/I ) par la restriction naturelle

O.r/.Bd�tV.ˇ/I
.�ˇi //=O

.r/.V .ˇ/I /! O.r/
�
Bd�tV.ˇ/I

.�.ˇi � 1//
�
=O.r/.V .ˇ/I /

et l’image de '.r/ est contenue dans $O.r/
�
Bd�t
V.ˇ/I

.�.ˇi � 1//
�
=O.r/.V .ˇ/I / d’après le lemme 4.2, ce

qui entraîne (13).
D’après (12) et (13), on obtient, pour toute fonction f 2 O.r/.Int.An//, une décomposition dans

O.r/.Int.An�1//
f D

X
a2An�1

faCg

avec fa 2 O.r/.Int.An�1nfag// et g 2 $O.r/.Int.An�1//. Comme rg.An�1nfag/ < rg.An/, on a par
hypothèse de récurrence

fa 2O
.r/
L C$O.r/.Int.An�1�tnfag//�O.r/L C$O.r/.Int.An�.tC1///;

ce qui établit le résultat. �

Corollaire 5.12. Soit An un arrangement tubulaire fermé d’ordre n > 2d et An�2d la projection de An
d’ordre n� 2d . On a l’inclusion

OC.Int.An//�OLC$OC.Int.An�2d //:

Démonstration. Cela découle de la proposition 4.6 et du lemme 5.11. �

5C. Cohomologie analytique à coefficients dans 1COCCDO��. Nous allons maintenant nous intéresser
aux faisceaux 1COCC et démontrer un théorème d’acyclicité semblable au théorème 5.6. Le résultat
suivant est le point clé de cette section. C’est une application du logarithme tronqué qui permet d’étudier
1COCC par le biais de O.r/. Ce résultat a été énoncé par Van der Put [1982] (voir §3.26, remarque en
fin de page 195). Nous allons donner les détails de la preuve.

Lemme 5.13. Soit X un espace rigide quasi compact.

(1) Si X est O.r/-acyclique pour tout 0 < r � 1, alors X est 1COCC-acyclique.

(2) Si la cohomologie de X à coefficients dans O.r/ est concentrée en degrés 0 et t pour tout 0 < r � 1,
et la flèche naturelle Htan.X;O

.r//! Htan.X;O
.r 0// est injective pour r 0 � r , alors la cohomologie

de X à coefficients dans 1COCC est concentrée en degrés 0 et t .

Démonstration. On suppose que la cohomologie de X à coefficients dans O.r/ est concentrée en degrés
0 et t pour tout r > 0, et la flèche naturelle Htan.X;O

.r//! Htan.X;O
.r 0// est injective pour r 0 � r . Le
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premier point s’en déduit quand t D 0. Soit s … f0; tg, on veut l’annulation de la cohomologie de 1COCC

en degré s. Remarquons que 1COCC D lim
��!r!1�

1CO.r/, donc (par quasi-compacité),

Hsan.X I 1COCC/D lim
��!
r!1�

Hsan.X I 1CO.r//:

On fixe r < 1. On a la suite exacte

0! 1CO.r
2/
! 1CO.r/! O.r/=O.r

2/
! 0

où la surjection est donnée par .1C x/ 7! x. Par hypothèse, O.r/=O.r
2/ a une cohomologie analytique

concentrée en degrés 0 et t d’après la suite exacte 25

0! O.r
2/
! O.r/! O.r/=O.r

2/
! 0:

On a donc une surjection
Hsan.X I 1CO.r

2//! Hsan.X I 1CO.r//: (14)

Il suffit de prouver que Hsan.X I 1CO.r//D 0 pour r petit. Si r < jpj et kxk < r , alors pour tout n,
on a 26 xn

nŠ

< kxk et
xn
n

< kxk:
Les séries usuelles du logarithme et de l’exponentielle sont bien définies et vérifient

kexp.x/� 1k D klog.1C x/k D kxk

et elles induisent des morphismes inverses l’un de l’autre,

exp W O.r/ ��! 1CO.r/ et log W 1CO.r/
�
�! O.r/;

d’où l’annulation de Hsan.X I 1CO.r// par hypothèse. �

Les théorèmes 5.1 et 5.6 et les corollaires 5.3 et 5.4 de la section 5 permettent d’appliquer directement
ce résultat et d’obtenir (on utilise partout la topologie analytique) :

Corollaire 5.14. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Les arrangements tubulaires fermés Int.A/ sont O��-acycliques.

(2) Les espaces projectifs Pdrig;L sont O��-acycliques.

(3) La cohomologie des fibrations Xdt .ˇ/ pour le faisceau O�� est concentrée en degrés 0 et t .

Le résultat précédent nous permet d’appliquer le lemme 5.9 pour obtenir une version multiplicative de
la décomposition en éléments simples du corollaire 5.10.

25. Il est à noter que nous avons utilisé l’hypothèse d’injectivité de Htan.X;O
.r//! Htan.X;O

.r 0// pour montrer l’annulation
de Ht�1an .X I 1CO.r//.

26. Justifions la première inégalité. Par hypothèse, on a supposé que p1C" divisait x pour " un rationnel assez petit et on
rappelle l’identité vp.nŠ/D .n� sp.n//=.p� 1/� n� 1 avec sp.n/ la somme des chiffres dans l’écriture de n en base p, d’où
kxn�1=nŠk< 1. On en déduit alors kxn=nŠk< kxk.
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Corollaire 5.15 (décomposition en éléments simples). Soit A un arrangement tubulaire fermé, on a

O��.Int.A//D
X
B�A

jBjDrg.B/<dC1

O��.Int.B//:

6. Cohomologie analytique à coefficients dans Gm

6A. Cohomologie des fibrations Xd
t .ˇ/. Nous souhaitons montrer le théorème suivant :

Théorème 6.1. Soient s � 1 et t � 1. Les fonctions inversibles de Xdt .ˇ/ sont constantes et l’application
f � en cohomologie donnée par la fibration f WXdt .ˇ/! Ptrig;L induit une décomposition

Hsan.X
d
t .ˇ/;Gm/Š Hsan.X

d
t .ˇ/;O

��/�Hsan.P
t
rig;L;Gm/: (15)

De plus, l’inclusion � W Xdt .ˇ/! Pdrig;L induit une bijection entre H�an.P
d
rig;L;Gm/ et le facteur direct

H�an.P
t
rig;L;Gm/. Enfin, pour tout corps F , on a une identification

Hsan.P
t
rig;L;Gm/D Hszar.P

t
zar;F ;Gm/D

�
Z si s D 1;
f0g si s > 1:

Corollaire 6.2. Soit A un arrangement tubulaire fermé. La cohomologie analytique à coefficients dans
Gm de Uni.A/ s’annule en degré supérieur ou égal à rg.A/.

Démonstration du théorème 6.1. D’après le théorème 3.5 point 4, les recouvrements V.ˇ/ et f �.V.ˇ// ont
des intersections Gm-acycliques et on se ramène à calculer la cohomologie de Čech sur ces recouvrements.
Pour toute intersection V.ˇ/I , on fixe une trivialisation f �1.V .ˇ/I /Š V.ˇ/I �Bd�tL .�ˇi0/ pour i0 2 I
et on a, d’après le lemme 4.4,

O�.V .ˇ/I /D L
�O��.V .ˇ/I /�T

.t/
I

et
O�.f �1.V .ˇ/I //D L

�O��.f �1.V .ˇ/I //�T
.t/
I ;

où T .t/I D hQzi= Qzj W i; j 2 I iZ -Mod � hQzi= Qzj W i; j 2 J0; tKiZ -Mod.
Introduisons le complexe .Ci .T .t/� //0�i�t WD

�L
I�J0;tKWjI jDiC1 T

.t/
I

�
i

avec pour différentielles les
sommes alternées des inclusions. C’est un facteur direct du complexe de Čech LC�

�
Xdt .ˇ/IGm; f

�.V.ˇ//
�

et on en déduit un isomorphisme

LHs
�
Xdt .ˇ/IGm; f

�.V.ˇ//
�
Š LHs

�
Xdt .ˇ/IL

�O��; f �.V.ˇ//
�
�Hs.C�.T .t/� //: (16)

Nous allons, dans la suite de l’argument, calculer les deux termes apparaissant dans ce produit direct.
Commençons par la cohomologie du complexe C�.T .t/� /.

Proposition 6.3. On a pour tout corps F

Hszar.P
t
zar;F IGm/Š Hs.C�.T .t/� //D

�
Z si s D 1;
f0g si s > 1:
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Démonstration. Nous allons procéder en calculant Hszar.P
t
zar;F IGm/ de deux manières différentes. Dans

un premier temps, nous utiliserons la suite exacte (17) (voir plus bas) pour donner une expression explicite
à ces groupes de cohomologie. Puis, nous étudierons la cohomologie de Čech de Gm sur le recouvrement
standard V D fVig de l’espace projectif pour relier Hszar.P

t
zar;F IGm/ à la cohomologie du complexe

C�.T .t/� /. (Cet argument pourrait être vu comme un analogue algébrique de la décomposition (16).)
Pour réaliser ces deux étapes, nous allons rappeler quelques propriétés du foncteur des diviseurs de

Cartier. Nous renvoyons à [Hartshorne 1977, Section II.6; Görtz et Wedhorn 2010, Chapter 11, Sections
11.9–11.14] pour leur étude sur un schéma localement factoriel. Nous aurons seulement besoin ici du
cas où l’espace considéré X D Spec.A/ est affine de sections globales factorielles où la situation est
beaucoup plus simple. Appelons S l’ensemble des éléments irréductibles dans A à un inversible près
et, pour tout ouvert U de X , appelons S.U / les éléments f de S tels que V.f / ne rencontre pas U .
Intéressons-nous (la propriété de recollement étant claire) au faisceau

Div W U �X 7! ZŒS.U /�:

Les ouverts standards D.f /D Spec.AŒ1=f �/ de X sont encore affines de sections globales factorielles
et l’ensemble des éléments irréductibles dans A à un inversible près est S privé des facteurs irréductibles
de f , à savoir S.D.f //. Si on note KX D Frac.A/ les fractions rationnelles sur X , on en déduit l’identité

Div.D.f //D KX=O�.D.f //

par factorialité de AŒ1=f �. Comme les ouverts standards forment une base de voisinage de X , on a la
suite exacte de faisceaux

0! Gm! KX ! Div! 0: (17)

De plus, Div est flasque par construction et le faisceau constant KX l’est aussi par irréductibilité de X .
Revenons à notre cas d’étude. Le recouvrement standard V de l’espace projectif est constitué d’ouverts

affines dont les sections globales sont factorielles. On peut construire comme dans la discussion précédente
le faisceau Div sur chacun de ces ouverts Vi 2 V , et ces derniers se recollent sur l’espace projectif tout
entier, car chaque Vi \Vj est encore affine de sections factorielles. Par recollement, on obtient encore
une suite exacte

0! Gm! KPt
zar;F

�
�! Div! 0

où les faisceaux KPt
zar;F

et Div sont encore flasques; 27 ils n’ont pas de cohomologie en degré strictement
positif. Par suite exacte longue, on en déduit les égalités

Hszar.P
t
zar;F IGm/D 0 si s � 2;

H1zar.P
t
zar;F IGm/D Div.Ptzar;F /=�.KPt

zar;F
/Š Z:

27. C’est une notion locale.
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les sections globales de Div sur l’espace projectif
s’identifient au module libre sur Z engendré par les éléments irréductibles de KŒz0; : : : ; zd � à une unité
près et que �.KPt

zar;F
/ s’identifie au sous-ensemble des éléments de masse totale nulle. L’isomorphisme

ci-dessus est alors induit par le degré.
On relie maintenant H�zar.P

t
zar;F IGm/ à H�.C�.T .t/� //. On voit chaque intersection VI WD

T
i2I Vi

comme le spectre d’un anneau factoriel et on déduit de (17), soit

0! Gm! KVI
! Div! 0;

que chaque intersection VI est Gm-acyclique. 28 En particulier, on peut calculer H�zar.P
t
zar;F IGm/ via la

cohomologie de Čech sur le recouvrement V qui admet la décomposition

LHs.Ptzar;F IGm;V/D LH
s.Ptzar;F IF

�;V/�Hs.C�.T .t/� //D Hs.C�.T .t/� //:

La dernière égalité s’obtient par contractibilité du nerf de V , ce qui termine l’argument. �

Étudions maintenant le terme LHs.Xdt .ˇ/IL
�O��; f �.V.ˇ// et décrivons un peu plus précisément le

complexe de Čech associé. Pour toute partie I , on a une suite exacte de groupes

1! 1CmL! L� �O��.f �1.V .ˇ/I //! L�O��.f �1.V .ˇ/I //! 1;

d’où une suite exacte au niveau des complexes de Čech sur le recouvrement f �.V.ˇ// et une suite exacte
longue entre les cohomologies associées. Comme le nerf du recouvrement f �.V.ˇ// est contractile, on
a, 29 pour s � 1,

LHs
�
Xdt .ˇ/I 1CmL; f

�.V.ˇ//
�
D LHs

�
Xdt .ˇ/IL

�; f �.V.ˇ//
�
D 0:

On en déduit une suite d’isomorphismes

LHs
�
Xdt .ˇ/IL

�O��; f �.V.ˇ//
�
Š LHs

�
Xdt .ˇ/IO

��; f �.V.ˇ//
�
Š Hsan.X

d
t .ˇ/;O

��/;

où le dernier isomorphisme s’obtient par acyclicité des polycouronnes (théorème 3.5 point 2 et lemme 5.13).
Revenons à la cohomologie des fibrations. Dans le cas particulier où t D d et f D Id, on traite alors le

cas de l’espace projectif. D’après (16), le corollaire 5.14 point 2 et la proposition 6.3, on a pour s � 1 des
isomorphismes

Hsan.P
d
rig;LIGm/Š Hs.C�.T .d/� //D

8<:
L� si s D 0;
Z si s D 1;
f0g si s > 1:

Remarque 6.4. L’identification ci-dessus entre les groupes de degré 1 est explicite en termes de fibrés en
droite. On voit que la famille de fonctions inversibles . Qzki = Qz

k
j /0�i;j�d apparaissant dans le diagramme

28. En degré 1, nous avons utilisé l’égalité Div.VI /DKX=O�.VI / qui découle de la construction de Div.
29. Pour s � 1, cet argument prouve aussi l’annulation de LHs

�
Xdt .ˇ/IA; f

�.V.ˇ//
�

pour tout faisceau constant A, ce qui
établit Hsan.X

d
t .ˇ/IA/D 0 par le théorème 3.5. Enfin, grâce au lemme 5.7, nous obtenons pour tout arrangement tubulaire A

l’annulation Hsan.Int.A/; A/.
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(10) forme un cocycle dans C�.T .d/� /. Cela prouve que l’isomorphisme ZŠ Pic.Pdrig;L/ est donné par
k 7! OPd

rig;L
.k/.

Dans le cas général, on voit que la fibration f identifie les facteurs directs isomorphes à C�.T .d/� /

dans les complexes LC�
�
Xdt .ˇ/IGm; f

�.V.ˇ//
�

et LC�.Ptrig;LIGm;V.ˇ// La décomposition (16) devient

Hsan.X
d
t .ˇ/;Gm/Š Hsan.X

d
t .ˇ/;O

��/�Hsan.P
t
rig;L;Gm/

pour s � 1. En degré 0, on a

O�.Xdt .ˇ//D
LH0
�
Xdt .ˇ/IL

�O��; f �.V.ˇ//
�
D L�O��.Xdt .ˇ//D L

�;

car H0.C�.T .t/� //D 0 (voir proposition 6.3) et O��.Xdt .ˇ//D 1CmL (voir corollaire 5.4).
Nous terminons l’argument en caractérisant l’image de H�an.P

d
rig;L;Gm/ dans H�an.X

d
t .ˇ/;Gm/ dans

la décomposition (16).

Lemme 6.5. L’inclusion � W Xdt .ˇ/! Pdrig;L induit un isomorphisme de H�an.P
d
rig;L;Gm/ sur le facteur

direct H�an.P
t
rig;L;Gm/ de H�an.X

d
t .ˇ/;Gm/.

Démonstration. Il suffit de montrer l’isomorphisme en degré 1, car les groupes en degrés supérieurs sont
nuls et les sections constantes sont identifiées en degré 0. On rappelle que l’espace

Xdt .ˇ/D fz D Œz0; : : : ; zd � 2 Pdrig;L; 9i � t;8j � d; jzi j � j$ j
ˇi jzj jg

admet un recouvrement

Xdt .ˇ/D
[
i�t

fz D Œz0; : : : ; zd � 2 Pdrig;L; Qzi¤ 0 et 8j � t; j Qzi j � jQzj jg D
[
i�t

f �.V .ˇ//i :

De plus, on a pour 0� i � d la famille d’ouverts

Vi WD fz D Œz0; : : : ; zd � 2 Pdrig;L; Qzi ¤ 0g

qui recouvre l’espace projectif tout entier et qui vérifie f �.V .ˇ//i �Vi . La famille de fonctions inversibles�
Qzi

Qzj

�
0�i;j�d

2

Y
i;j

O�.Vi \Vj /D LC1.Pdrig;L;Gm;V/

définit un cocycle et correspond donc à un fibré en droite sur Pdrig;L. D’après la remarque 6.4, la classe de
ce fibré engendre H1an.P

d
rig;L;Gm/. Par compatibilité des recouvrements f �.V.ˇ// et V , la restriction de

cette classe à Xdt .ˇ/ est donnée par le cocycle�
Qzi

Qzj

�
0�i;j�t

2

Y
i;j

O�
�
f �.V .ˇ//i \f

�1.V .ˇ//j
�
D LC1

�
Xdt .ˇ/;Gm; f

�.V.ˇ//
�

qui, toujours par la remarque 6.4, engendre le facteur direct H1an.P
t
rig;L;Gm/ de H1an.X

d
t .ˇ/;Gm/. Ceci

conclut l’argument. �
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Remarque 6.6. On a en fait montré un résultat plus fort; on a un diagramme commutatif

Hsan.X
d
t .ˇ/;Gm/ Hsan.P

d
rig;L;Gm/

��
oo

'�

�

vv

Hsan.P
t
rig;L;Gm/

f �

OO

où ' est le morphisme de Ptrig;L dans Pdrig;L donné par Œz0; : : : ; zt � 7! Œz0; : : : ; zt ; 0; : : : ; 0�. Par contre,
les morphismes au niveau des espaces ne commutent pas.

Ainsi tous les points ont été démontrés. �

6B. Cohomologie des arrangements tubulaires fermés. Nous sommes maintenant en mesure de déter-
miner la cohomologie à coefficients dans Gm pour les arrangements tubulaires fermés et ainsi donner
l’un des résultats principaux de cet article.

Théorème 6.7. Pour tout arrangement tubulaire fermé A, les intersections Int.A/ sont Gm-acycliques.

Démonstration. On peut appliquer le lemme 5.7, car la cohomologie des unions Uni.A/ à coefficients
dans Gm s’annule en degré supérieur ou égal à rg.A/ d’après le corollaire 6.2 où rg.A/� jAj. �

Nous avons aussi un résultat de structure pour les fonctions inversibles d’un arrangement tubulaire
fermé. Nous aurons besoin de quelques notations.

Définition 6.8. Si S est un ensemble fini et A est un anneau, on note le sous-ensemble AŒS�0 � AŒS� du
module libre sur A engendré par S constitué des éléments de masse totale nulle. 30

Remarque 6.9. Si A est un arrangement tubulaire fermé, nous faisons le choix d’un système de représen-
tants des éléments de A par des éléments de H puis par des vecteurs unimodulaires que l’on voit comme
des formes linéaires .la/a2A. Cela permet d’identifier ZŒA�0 au sous-groupe de O�.Int.A//D

la.z/

lb.z/
W a; b 2A

E
Z -Mod

:

Théorème 6.10. Soit A un arrangement tubulaire fermé. On a un isomorphisme

O�.Int.A//=L�O��.Int.A//' ZŒA�0:

Remarque 6.11. Le théorème précédent montre plus précisément que la composée

ZŒA�0 � O�.Int.A//� O�.Int.A//=L�O��.Int.A//

ne dépend pas du choix du système de représentants et est un isomorphisme.

30. C’est-à-dire les éléments
P
s2S asıs tels que

P
s2S as D 0.
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Démonstration. Comme dans la remarque 6.9, pour tout voisinage tubulaire a 2 A, on fixe une forme
linéaire la représentée par un vecteur unimodulaire encore noté a telle que aD Vker.la/.j$nj/.

On introduit un faisceau T grâce aux suites exactes

0! O��! Gm! Gm=O
��
! 0;

0! L�=.1CmL/! Gm=O
��
! T ! 0:

D’après le théorème 6.1, les flèches naturelles Hsan.Uni.A/;O��/! Hsan.Uni.A/;Gm/ sont injectives et
les espaces Uni.A/ sont acycliques pour les faisceaux constants (note 29). On en déduit des isomorphismes

Hsan.Uni.A/;Gm=O��/D
Hsan.Uni.A/;Gm/
Hsan.Uni.A/;O��/

D

8<:
L�=.1CmL/ si s D 0;

Z si s D 1 et jAj ¤ 1;
0 sinon;

Hsan.Uni.A/; T /D
Hsan.Uni.A/;Gm=O��/

Hsan.Uni.A/; L�=.1CmL//
D

�
Z si s D 1 et jAj ¤ 1;
0 sinon;

d’où l’acyclicité des espaces Int.A/ pour les faisceaux Gm=O
�� et T par le lemme 5.7. En particulier,

la cohomologie à coefficients dans T de Uni.A/ peut se calculer grâce au complexe de Čech sur le
recouvrement Ac constitué des complémentaires des voisinages tubulaires a 2A. On sait aussi que O��

et les faisceaux constants (voir note 29) n’ont pas de cohomologie en degré supérieur ou égal à 1 sur
Int.A/, d’où les égalités

.Gm=O
��/.Int.A//D O�.Int.A//=O��.Int.A// et T .Int.A//D O�.Int.A//=L�O��.Int.A//:

Nous chercherons à décrire les sections globales de T sur Int.A/. Montrons par récurrence sur jAj que la
flèche décrite dans la remarque 6.11 est un isomorphisme

T .Int.A//Š ZŒA�0:

Le reste de l’argument consiste à relier les sections de T sur Int.A/ aux groupes Hsan.Uni.A/; T /.
Quand jAj D 1, l’espace Int.A/ est une boule et on a directement O�.Int.A//D L�O��.Int.A//.
Pour jAj D 2, on note la, lb les deux formes linéaires associées. La suite exacte de Mayer–Vietoris

établit un isomorphisme T .Int.A//Š H1an.Uni.A/; T /Š Z. De plus, d’après la discussion précédente, la
flèche surjective Gm! T induit un diagramme commutatif

O�.Int.A// LC1.Uni.A/;Ac ;Gm/ H1an.Uni.A/;Gm/

O�.Int.A//=L�O��.Int.A// LC1.Uni.A/;Ac ; T / H1an.Uni.A/; T /

o
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Il suffit de prouver que la=lb engendre Pic.Uni.A//D H1an.Uni.A/;Gm/. En suivant l’exemple 2.5, on
peut trouver un changement de variables tel que�

aD e0; b D e1 ou
aD e0; b D e0C$

ke1 avec 0 < k < n:

Dans le premier cas, on a Uni.A/ Š Xd1 .n; n/ et les recouvrements V.n; n/ et Ac coïncident. Mais
d’après la remarque 6.4, on a directement 31 LH1.Uni.A/;V.n; n/;Gm/D .la=lb/Z. Dans le second cas,
on introduit l’ouvert U � Uni.A/ (noté VHe1

.j$n�kj/c dans l’exemple 2.5) défini par

U D fz 2 Pd .C / W jzi j � j$
n�kz1jg:

Il suit que si on échange a et b, on a deux isomorphismes de Uni.A/ vers Xd1 .n; n� k/ et donc deux
recouvrements V.n; n� k/.1/ D fac ; U g et V.n; n� k/.2/ D fbc ; U g. Les cohomologies de Čech sur ces
deux recouvrements sont bien comprises grâce à la proposition 6.3 et à la remarque 6.4, et on a

LH1.Uni.A/;V.n; n� k/.1/;Gm/D
�
la
le1

�Z

et LH1.Uni.A/;V.n; n� k/.2/;Gm/D
�
lb
le1

�Z

:

Le triplet .la=lb; lb=le1
; le1

=la/ définit un 1-cocycle sur le recouvrement fac; bc; U g dont l’image engendre
LH1.Uni.A/;V.n; n� k/.1/;Gm/ d’après l’équation qui précède. Sa projection .la=lb; lb=le1

; le1
=la/ 7!

la=lb sur la cohomologie sur le recouvrement Ac engendre ainsi encore

LH1.Uni.A/;Ac ;Gm/D H1an.Uni.A/;Gm/;

ce qui conclut l’argument.
Si jAj D 3, on se donne encore la, lb , lc des formes linéaires associées aux voisinages tubulaires.

Étudions le complexe LC�.Uni.A/;Ac ; T / D LC� qui calcule les groupes H�an.Uni.A/; T /. Quand s ¤ 1,
tous ces groupes ainsi que LC3 sont nuls et on obtient l’exactitude de la suite

0! H1an.Uni.A/; T /! LC1=ı. LC0/! LC2! 0: (18)

On a LC2 D T .Int.A// mais aussi, d’après les cas de cardinal 1 et 2, les identités

LC0 D T .Int.fag//�T .Int.fbg//�T .Int.fcg//D 0;

LC1 D T .Int.fb; cg//�T .Int.fc; ag//�T .Int.fa; bg//D
�
lb
lc

�Z

�

�
lc
la

�Z

�

�
la
lb

�Z

:

En remplaçant les termes précédents dans la suite exacte (18), on obtient

0! Z
˛
�!

�
lb
lc

�Z

�

�
lc
la

�Z

�

�
la
lb

�Z ˇ
�! T .Int.A//! 0;

avec ˇ le produit des trois termes. Il suffit maintenant de prouver que Im˛ D kerˇ coïncide avec le
sous-groupe G engendré par le triplet .lb=lc ; lc=la; la=lb/. On a clairement l’inclusion G � kerˇ. Le

31. On peut aussi utiliser le fait que Int.A/ est ici une polycouronne et déduire le résultat du lemme 4.4.
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quotient kerˇ=G est de torsion 32 et s’injecte dans le groupe .lb=lc/Z � .lc=la/Z � .la=lb/Z=G qui
est sans torsion. On en déduit l’annulation de kerˇ=G D 0 ainsi que les isomorphismes T .Int.A// Š
.lb=lc/

Z � .lc=la/
Z � .la=lb/

Z=G Š ZŒA�0.
Maintenant jAj � 4, et supposons le résultat pour tout arrangement tubulaire B tel que jBj< jAj. On

note encore LC� le complexe LC�.Uni.A/;Ac ; T /. On connaît l’annulation des groupes de cohomologie
HjAj�1an .Uni.A/; T /D HjAj�2an .Uni.A/; T /D 0, d’où une suite exacte

LCjAj�3! LCjAj�2! LCjAj�1! 0: (19)

Mais par hypothèse de récurrence, on a

LCjAj�3 D
M
c;d2A

T .Int.Anfc; dg//D
M
c;d2A

ZŒAnfc; dg�0;

LCjAj�2 D
M
c2A

T .Int.Anfcg//D
M
c2A

ZŒAnfcg�0:

En remplaçant ces deux termes et en observant que LCjAj�1 D T .Int.A//, la suite exacte (19) devientM
c;d2A

ZŒAnfc; dg�0 '
�!

M
c2A

ZŒAnfcg�0! T .Int.A//! 0:

Il reste à établir l’isomorphisme ZŒA�0ŠCoker.'/. Chaque fraction la=lb peut se voir dans ZŒAnfc; dg�0

ou ZŒAnfcg�0 pour a; b; c; d 2A distincts. Pour les distinguer, nous introduisons la notation�
la
lb

�.c;d/
2 ZŒAnfc; dg�0 et

�
la
lb

�.c/
2 ZŒAnfcg�0:

Chacune des familles ..la=lb/.c;d//a;b;c;d2A, ..la=lb/.c//a;b;c2A engendre
L
c;d2A ZŒAnfc; dg�0 etL

c2A ZŒAnfcg�0, respectivement. Le groupe Im.'/ est engendré par les éléments '..la=lb/.c;d// D
.la=lb/

.c/.lb=la/
.d/. Ainsi, la flècheM

c2A

ZŒAnfcg�0! ZŒA�0;
�
la
lb

�.c/
7!
la
lb
;

induit l’isomorphisme Coker.'/Š ZŒA�0 voulu. �

7. Étude des arrangements algébriques généralisés

Théorème 7.1. Si A est un arrangement algébrique généralisé, alors Int.A/ est acyclique pour les
faisceaux O.r/, O�� et Gm en topologie analytique. Les sections sur Int.A/ de OC, O.r/, O�� sont
constantes et on a une suite exacte

0! L�! O�.Int.A//! ZJAK0! 0:

32. C’est un quotient de Z par un sous-groupe non trivial.
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Démonstration. Considérons la famille .An/n d’arrangements tubulaires fermés compatible définie dans
la remarque 2.2. On obtient alors un recouvrement croissant de Int.A/D

S
Int.An/ qui en fait un espace

analytique quasi Stein. Si F est l’un des faisceaux O.r/, O��, Gm, on a la suite exacte

0!R1 lim
 ��
n

Hs�1an .Int.An/;F /! Hsan.Int.A/;F /! lim
 ��
n

Hsan.Int.An/;F /! 0:

Par acyclicité des arrangements tubulaires d’hyperplans (voir le théorème 5.6, le corollaire 5.14 et le
théorème 6.10), on a

Hsan.Int.A/;F /D

8<:
lim
 ��n

F .Int.An// si s D 0;
R1 lim
 ��n

F .Int.An// si s D 1;
0 si s � 2:

On peut appliquer la proposition 4.5 grâce au point technique du corollaire 5.12 pour obtenir l’acyclicité
de Int.A/ pour O.r/, O��. On en déduit aussi la description des sections globales de OC, O.r/, O��, ce
qui donne en particulier une autre démonstration de [Berkovich 1995a, Lemma 3].

Pour Gm, on a (théorème 6.10) une suite exacte de systèmes projectifs

0!
�
L�O��.Int.An//

�
n
!
�
O�.Int.An//

�
n
! .ZŒAn�0/n! 0:

En appliquant le foncteur lim
 ��n

, on obtient une suite exacte longue

0!L�!O�.Int.A//! ZJAK0!R1 lim
 ��
n

L�O��.Int.An//!R1 lim
 ��
n

O�.Int.An//!R1 lim
 ��
n

ZŒAn�0:

On a R1 lim
 ��n

L�O��.Int.An//DR1 lim
 ��n

ZŒAn�0 D 0 d’après la surjectivité de ZŒAnC1�0! ZŒAn�0 et
la proposition 4.5. Donc

PicL.Int.A//DR1 lim
 ��
n

O�.Int.An//D 0

et la suite suivante est exacte :

0! L�! O�.Int.A//! ZJAK0! 0: �

8. Quelques commentaires sur la cohomologie étale et de de Rham des arrangements d’hyperplans

8A. Cohomologie étale l -adique et de de Rham. En appliquant la suite exacte de Kummer, on obtient
d’après les théorèmes 6.7, 6.10 et 7.1 :

Corollaire 8.1. Soit m un entier. On a les diagrammes suivants.

(1) Si An est un arrangement tubulaire fermé et m est premier à p :

O�.Int.An//=L�O��.Int.An//
�
// H1ét.Int.An/; �m/=�.L�/

ZŒAn�0

OO

// Z=mZŒAn�0

�

OO
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(2) Si A est un arrangement algébrique généralisé :

O�.Int.A//=L� �
// H1ét.Int.A/; �m/=�.L�/

ZJAK0

OO

// Z=mZJAK0

�

OO

Démonstration. Dans les deux cas, le groupe de Picard de Int.A/ est trivial, d’où on obtient par la suite
de Kummer l’isomorphisme

H1ét.Int.A/;Z=mZ/Š O�.Int.A//=
�
O�.Int.A//

�m
:

Dans le second cas, la suite exacte du théorème 7.1 devient

0! L�=.L�/m! O�.Int.A//=
�
O�.Int.A//

�m
! Z=mZJAK0! 0;

car ZJAK0 est sans m-torsion. L’argument se termine en identifiant L�=.L�/m et �.L�/.
On raisonne de manière similaire dans le premier cas en étudiant la suite exacte

0! L�O��.Int.An//=
�
L�O��.Int.An//

�m
! O�.Int.An//=

�
O�.Int.An//

�m
! Z=mZŒA�0! 0:

Mais O��.Int.An// est m-divisible quand m est premier à p, car la série formelle .X � 1/1=m converge
sur OCC.Int.An//. On obtient la suite d’identifications qui conclut la preuve :

L�O��.Int.An//=
�
L�O��.Int.An//

�m
Š L�=.L�/m Š �.L�/: �

Proposition 8.2. Soit n un entier, A un arrangement tubulaire ouvert d’hyperplans d’ordre n et zA sa
projection fermée d’ordre n� 1. Alors l’inclusion Int. zA/! Int.A/ induit un isomorphisme au niveau des
groupes de cohomologie de de Rham, 33 et de même pour la cohomologie étale l-adique pour LDC D yxK.

Démonstration. Écrivons H l’une des deux cohomologies considérées (avec LD C pour la cohomologie
étale l-adique). La suite spectrale (1) calculant H pour l’arrangement A ou zA sera notée E�r;sj .A/ ou
E
�r;s
j . zA/, respectivement. Nous allons les comparer pour établir le résultat.
Considérons B une partie de A et zB sa projection dans zA. On a rg.B/D rg. zB/D t C 1. Alors il existe

ˇ 2 NtC1 tel que Uni.B/Š Y dt .ˇ/ et Uni. zB/Š Xdt .ˇ/. Les deux cohomologies H vérifient l’axiome
d’homotopie, i.e., pour tout espace analytique X , on a des isomorphismes induits par les projections
naturelles (voir l’axiome d’homotopie à la propriété I, §2, page 55 de [Schneider et Stuhler 1991]) pour
la boule ouverte. Pour la boule fermée, on obtient

H�.X �B/Š H�.X/Š H�.X � VB/;

voir la formule Künneth [Grosse-Klönne 2002, Lemma 3, page 74] ou [Grosse-Klönne 2004a, Proposi-
tion 3.3] en de Rham et [Berkovich 1996, Lemma 3.3] en l-adique. Ainsi, les fibrations induisent des

33. Tous les groupes de cohomologie de de Rham sont calculés sur le site surconvergent. Notons que cette notion coïncide
avec la cohomologie usuelle dans le cas tubulaire ouvert où les espaces sont partiellement propres.
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isomorphismes entre la cohomologie de Ptrig;L et celles de Y dt .ˇ/, X
d
t .ˇ/ compatibles par commutativité

du diagramme suivant, où la flèche horizontale est l’inclusion naturelle :

Xdt .ˇ/

##

// Y dt .ˇ/

{{

Ptrig;L

Par somme directe, on obtient un isomorphisme entre les suites spectrales, d’où le résultat. �

8B. Cohomologie étale p-adique des arrangements algébriques d’hyperplans. Ici, LD C et on verra
Int.A/ comme un C -espace analytique par extension des scalaires pour A un arrangement d’hyperplans
K-rationnels.

Proposition 8.3. Soit A un arrangement algébrique K-rationnel, on a un isomorphisme canonique

H�ét.Int.A/;Qp/˝C Š H�dR.Int.A//:

Remarque 8.4. Le résultat récent [Colmez et al. 2021, Theorem 5.1] semble suggérer que l’on a encore
le résultat pour les arrangements algébriques généralisés.

Démonstration. Appelons E�r;sj .ét/ et E�r;sj .dR/ les suites spectrales calculant respectivement la coho-
mologie étale p-adique et la cohomologie de de Rham. Nous allons exhiber un isomorphisme canonique
E
�r;s
j .ét/˝C !E

�r;s
j .dR/. Considérons alors une union Uni.B/ et écrivons-la Zdt . Nous allons montrer

H�ét.Z
d
t ;Qp/˝C Š H�dR.Z

d
t /:

Appelons ƒ le faisceau constant Z=pnZ. D’après un résultat de Berkovich [1995b, Lemma 2.2], pour
tout espace analytique S , tout entier m et � W Amrig;S ! S , on a Ri��ƒAm

rig;S
D 0 pour i � 1. On a alors,

par la suite spectrale de Leray, pour toute intersection f �1.VI / de f �.V/, R �ƒf �1.VI /
DR �ƒVI

,
où  WX! Sp.C / pour tout C -espace analytique X . Par Čech, on obtient que R �ƒZd

t
DR �ƒPt

rig;C
,

d’où un isomorphisme

Hiét.Z
d
t ;Qp/Š Hiét.P

t
rig;C ;Qp/:

De plus, d’après [de Jong et van der Put 1996, Theorem 7.3.2], on a un isomorphisme canonique
Hiét.P

t
rig;C ;Qp/Š Hiét.P

t
zar;C ;Qp/. Par étude du cas algébrique, on en déduit que H�ét.P

t
rig;C ;Qp/˝C

est engendré en tant que C -algèbre graduée par l’image du faisceau tordu O.1/ par l’application de
Kummer Pic.Ptrig;C /! H2ét.P

t
rig;C ;Qp/. On construit alors un isomorphisme en identifiant les classes

logarithmiques. Ces morphismes commutent bien aux différentielles de la suite spectrale. On en déduit le
résultat à la convergence. �
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